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Predmluva

Sbirka vznikla na Gymnaziu Zlin — Lesni ¢tvrt’ v ramci projektu ESF CZ.1.07/1.2.08/02.0017
,»Vyhledavani talenti pro konkurenceschopnost a prace snimi“ feSenym ve spolupraci
s Pfirodovédeckou fakultou Univerzity Palackého v Olomouci. Je urcena predev§im zakim
sttednich kol s talentem na matematiku, ktefi maji o matematiku hlubsi zajem a chtéji si
Ve sbirce jsou jak pivodni priklady, tak priklady vybrané z ucebnic a sbirek uvedenych
v piehledu literatury. Ptiklady jsou uspofaddny tematicky a sefazeny tak, Ze tvofi skupiny
vazané spolec¢nou vlastnosti. Poradi témat odpovida jejich zafazeni v ucebnich planech
vétSiny gymnazii. Symbolika a terminologie pouzitd ve sbirce je vsouladu s Nazvy a
znackami Skolské matematiky. Sbirka je opatfena metodickymi poznamkami. Nedilnou
soucasti sbirky je soubor s vysledky uloh.
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1.Teorie mnozin

1.1 MnoZiny, Vennovy diagramy

1.1.1 Mnozina {X eE,;

usecky AB. Vyuzijte toho k vyznaceni téchto bodovych mnozin v roving,
AX|<|BX|<|Ccx|}

AX| < |BX|} je polorovinou > 04, kde o je osa

v nichZ je narysovan ¢tverec ABCD: a) {X ek,
b){X € E,;|4X| <|CX|A|BX|=|BA|}
o){X € E,;|AX|>|Cx|v|BX|<|BD|}
1.1.2 Dopliite rovnostranny trojuhelnik ABD na kosoctverec ABCD a

Vv v

M ={X e E,;|AX|>|BX| A|BX| <|CX|A|CX|2 |DX|A|DX|<|4X]} .
Zjistéte vzajemné vztahy bodovych mnozin M, K=kosoctverec ABCD,
L=ctyruhelnik T BT,D .

1.1.3 Narysujte v roviné E, ¢tverec ABCD a zakreslete tyto mnoziny bodi:

a) {X e E,;|4x|=|cx|}
b) {X € E,;|AX|=|4B|}
o) {X e E,;|Cx|<|CAl}
d) {X e E,;|4B| <|4X|<|4C]}

1.1.4 Vysrafujte ve Vennove diagramu pro 3 mnoziny 4, B, C oblasti,
které znazornuji mnoziny:

a) (ANC)U(BNC')

b) (AUBUCY)

¢) (BNC)-4

d) 4-(BUC)

1.1.5 Vysrafujte ve Vennové diagramu pro 4 mnoziny 4, B, C, D oblasti,
které znazornuji mnoziny:

a) (AN B)n(C~ D)

b) A'n D’

¢) (4uBUD)

d) (4'UB)N(C'UD)

1.1.6 Nakreslete Venntiv diagram pro mnoziny D, T, P a zakreslete vSechny jejich
prvky, jestlize D = {x eN:n* < 30} , T = {x eN;4nAan< 10} , P:{2,3,8,9}

1.1.7 Nakreslete Vennovy diagramy pro obory pravdivosti vyrokovych forem
A(x) :8x, B(x) : 4|x v téchto ptipadech:

a) U:{xeN;x<20},b) U={xeN;x£7},c) U={xeN;x<4}.
Zakreslete vSechny prvky mnoziny U, prazdnost poli diagramu vyznacte znakem

pro prazdnou mnozinu. Jaké jsou vztahy mezi dvojicemi mnozin 4, B? Zapiste
prislusné kvantifikované vyroky.

1.1.8 Urcete viechny celogiselné koteny rovnice x° —4x—12 = 0. Najdéte

Doporucujeme
zopakovat se zaky
zakladni pojmy
(ptipadné jim
doporucit jejich
zopakovani):

zékladni geometrické
utvary v roving,

klasifikace (tfidéni)
trojuhelnikt a
Ctyfuhelnikd,

A%

teziste,

mnozina, prvek
mnoziny, prinik a
sjednoceni mnozin,
Vennilv diagram,

John Venn (4. srpna
1834, Hull - 4. dubna
1923, Cambridge)
anglicky matematik,
logik a filosof

vyrok, vyrokova
forma, obor
pravdivosti vyrokové
formy, obecny a
existencni
kvantifikator,

pravidla délitelnosti
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souvislost této ulohy s mnozinami 4 a B, je-li A= {x eZ;x*—4x—12= 0} ,

B:{er;x/IZ}.

Zvolte zakladni mnozinu U = B a zakreslete Vennuv diagram pro mnoziny 4, B.
Zformulujte kvantifikovany vyrok obsahujici implikaci z danych vyrokovych
forem a zapiSte vztah mezi mnozinami 4, B, ktery je jim vyjadfen.

v N,

feSeni rovnice
v daném oboru,
kvadraticka rovnice,




1.2 Diikaz rovnosti mnoZin pomoci Vennovych diagramii

1.2.1 Ovéfte pomoci Vennovych diagram, zda pro libovolné podmnoziny 4, B, C
dané zakladni mnoziny U plati:

a) AN(BUC)=(ANB)N(4ANC)

b) (AUB)NC'=(ANC)U(BNC)

) (AUB)N(AUC)=A4U(BNC)

d) (ANBNC)U(ANBNC)=ANB

e) (AnB)u(Cud)=Cu4

1.2.2 Rozhodnéte pomoci Vennovych diagramil, zda pro libovolné
podmnoziny 4, B, C, D dané zakladni mnoziny U plati:

a) [(AuB)mD']u(CuD) =U

b) (ANB)u(CuD)=(DNB)U(CUA)

¢) ANBNCND'=(ANBND)n(CUD)

d) (ANBND)U(CNDNA)=CNnBNA

1.2.3 Uzitim Vennovych diagrami zjednoduste zapisy:

a) [(A UB)U(BU C)] N(Cu 4)

b) [Cm(A N C)] U[A u[Bm(A mB)’H

c) [A N(BuU C)]’m(A NDYN(D'NC)

1.2.4 Otec Sel koupit s malym Jirkou auticko. Jirka vyslovil pfani: ,,Chei
auticko s houkackou. Pfitom jesté chci, aby mélo setrvacnik a vyklapécku
nebo to musi byt plechové auticko s houkackou. Nechci ale viibec plechové
auticko bez vyklapécky.”“ Prodavacka tekla: ,, Tak ty chces auticko, které
musi mit vyklapécku, setrvacnik a houkacku. Takové nemame.“ Otec
nakonec koupil Jirkovi plechové auticko bez setrvacniku, s vyklapéckou a

houkackou. Odhadla prodavacka spravné Jirkovo pfani? Koupil otec takové
auto, jaké si Jirka ptal?

ulohy typu Zebra *)

Lze vyuzit jako skupinovou praci v homogennich ¢i heterogennich skupinach zak.

*) Dals$i naméty na ulohy typu Zebra naleznete napt. na
http://zavitnicek.sweb.cz/cla_zebry.htm nebo
http://class.pedf.cuni.cz/NewSUMA/Download/Volne/SUMA_47.pdf




1.3 Zdkony pro operace s mnoZinami

1.3.1 Uzitim Vennovych diagramt ovéfte platnost vét mnozinové algebry -
vlastnosti priniku a sjednoceni mnozin, distributivnost sjednoceni vzhledem

k priniku, distributivnost priniku vzhledem ke sjednoceni, de Morganovy
formule.

1.3.2 Urcete, ktera z vySe uvedenych vét mnozinové algebry ma své ,.ekvivalenty*
v algebie.

1.3.3 Uzitim vét mnozinové algebry zjednoduste mnozinové zapisy:

a) MU(NNM')

b) (MUN)N(NUM)
¢) (BUC)N(BNC)
d) (ANK')n(K'ud)

Vysledky ovéite uzitim Vennovych diagramt.

dopln€k mnoziny,
distributivnost,

de Morganovy
formule,

Augustus De
Morgan (27. ¢ervna
1806, Madurai, Indie
- 6. listopadu 1871,
Londyn) - britsky
matematik
tautologie,
kontradikce,




1.4 MnoZina R a jeji podmnoZiny

1.4.1 Sestrojte useCku délky \/5,\/5, \/g, \/ﬁ, \/ﬁ,

1.4.2 Dany interval pfepiSte uZitim nerovnosti popi. absolutni hodnoty: (—20;15) ,

[532) €2 9

1.4.3 Zapisy |x - a| <& a |x - a| <& prepiste intervalem.

1.4.4 Zapiste bez absolutni hodnoty: ‘1 - \/g , 12— \/7 R \/§ -5, |l —x| R
lx=3, [2x-5], [2-9x], ...

1.4.5 S vyuzitim geometrického vyznamu absolutni hodnoty feste rovnice:
[x=3|=5, [2x+3|=5, [1-3x]=2, ...

1.4.6 S vyuzitim geometrického vyznamu absolutni hodnoty feste nerovnice:
[x=3|<2, |x+3|24, [2x-5|<4, ...
2 2 2

%:..., W:..., %/5—_2:...,
1 B 1 B 1 B
—\/54_\/54_1 ceey \/5_\/34_1 ceey \/§+\/§+\/§ cee

1.4.8 Vyznadte na ¢iselné ose mnoziny {x eRx* < 1} , {x € R;\/; < 3} R
{xeR;(x>1)/\(xS3)}, {xeR;(x<2)v(x>8)}.

1.4.7 Odstranite odmocninu ze jmenovatele:

¢iselna osa,
odmocniny,
geometrické
konstrukce
algebraickych vyrazii,
absolutni hodnota,
geometricky vyznam
absolutni hodnoty,

uzavieny a otevieny
interval,

pravidla pro pocitani
s odmocninami,




1.5 Kartézsky soucin, bindrni relace, zobrazeni

1.5.1 Sestrojte grafy kartézského soucinu v mnoziné a) Z, b) R.

@) (-2.1)x(3,5),
b) (-2,1)x(3.5),
o (-

2,5)xR,
(—oo,5>><(—oo,3>,
e) {3} x(—oo,oo).

1.5.2 Ve zvolené kartézské soustave soufadnic zobrazte mnozinu vSech
bod, pro jejichz soutadnice x, y plati:
a) |x|£1/\|y|21

b) |x|21v|y|£1

c) xy=0Ay=x"—1
1.5.3 Urcete vyctem prvki relace, které jsou ddny v mnoziné
M ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} vyrokovymi formami:
a) x.y=28
b) x—y=2
c¢) y je délitelné x
d) ¢isla x, y jsou nesoudélna
Sestrojte kartézské grafy téchto relaci.
1.5.4 Které relace z ptedchozi tlohy je zobrazeni?

1.5.5 Urcete inverzni relace a inverzni zobrazeni k relacim a zobrazenim
z ptikladti 1.5.3 a 1.5.4.

kartézsky soucin
mnozin,

René Descartes, /at.
Renatus Cartesius
(31. bfezna 1596, La
Haye — 11. unora
1650, Stockholm) -
francouzsky filosof,
matematik a fyzik

binarni relace,
zobrazeni,

vlastnosti binarni
relace,

zobrazeni z mnoZiny
do mnoziny, mnoziny
do mnoZiny,

Z mnoziny na
mnozinu, mnoziny na
mnozinu; prosté
zobrazeni; vzajemné
jednoznacné
zobrazeni,

10




2. Vyrokova logika

2.1 SloZené vyroky

2.1.1 Danou implikaci obrat’te, obmeéiite, negujte:
a) Jestlize bude zitra prSet, nepiijdu.

b) Je-1i dané celé Cislo délitelné dvéma a sedmi, pak je dé€litelné 1 Ctrnécti.
¢) Je-li dané celé ¢islo délitelné dvaceti ¢tyfmi, pak je délitelné tfemi a

osmi.
2.1.2 Negujte vyroky:

a) Bude-li zitra prset, ptijdu do kina nebo do divadla.

b) Nebude-li zitra prset, pojedu na vylet.

¢) Eva pfijede prave kdyz neptijede Adam ani Petr.

d) Jim ryby a driibez, ale nejim vepfové maso.

e) Léky uzivam tehdy a jen tehdy, kdyz jsem nemocny.

f) Nepftijde-li Petr ani Pavel, pijdu do kina sam.

g) Jestlize nestihnu vlak, pfijedu autobusem nebo autem.

pravdivostni hodnota
vyroku,

hypotéza,
konjunkce,
disjunkce,

implikace,
ekvivalence,

negace,

mnozinovy vyznam
matematickych vét,
Aristoteles (384 -
322 pt. n. L.) - anticky
filosof
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2.2 Vyroky s kvantifikdtory

2.2.1 Zapiste symbolicky a urcete pravdivostni hodnotu vyroku:

a) Absolutni hodnota kazdého redlného c¢isla x je kladna.

b) Pro kazdé celé Cislo z plati, Ze je-li d€litelné dvéma a tfemi, pak je
délitelné Sesti.

¢) Soucet kazdych ¢tyf po sobé jdoucich pfirozenych Cisel je sudy.

d) Soucin kazdych tfi po sob¢ jdoucich ptirozenych Cisel je délitelny Sesti.
e) Existuje alespon jedno celé Cislo, jehoz tieti mocnina je kladna.

f) Pfevracena hodnota nékterych redlnych cisel je mensi nez deset.

2.2.2 Negujte:

a) Pfimka ma s kruznici praveé jeden spole¢ny bod.

b) Dnesni ulohu neodevzdali 2 zaci.

¢) Nikdo dnes nechybi.

d) VSichni studenti z na$i tfidy pfisli vc¢as.

e) Bez prace nejsou kolace.

f) Zadny udeny z nebe nespadl.

2.2.3 Vyslovte negaci vyroku:

a) Dany trojuhelnik je pravouhly a aspon jeden tthel ma mensi nez 30°.

b) Dana rovnice ma aspon jeden zaporny nebo kladny koten.

¢) Mé-li dand rovnice aspon jeden dvojnasobny kofen, mé aspoii jeden dalsi
koten.

d) Neni-li dany trojuhelnik rovnoramenny, nebude mit konstrukce vice nez
dva rtzné vysledky.

e) Tii sestrojené body splynou pravé tehdy, kdyz dany trojihelnik je
rovnostranny.

2.2.4 Urcete pravdivostni hodnotu vyrokd:

a)dJne N VxeR:x" =1,
b) Vhe N I3xeR:x" #1,
c)dneN IxeR" :x"=0,
d) Vne N Vxe R :x" #0.

absolutni hodnota,
délitelnost v Z,

obecny a existen¢ni
kvantifikator,
priklady jejich uziti,

negace
kvantifikovanych
vyrokd,

,Kterych trojihelnikt
je vice - ostrotthlych
nebo tupouhlych?*
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2.3 Vyrokové formy

2.3.1 Urcete defini¢ni obory a obory pravdivosti vyrokovych forem:

(x2 +x+1).(x2 —2)
(erl).(x2 —x+1)

xt+3x =3x—x7
b) V :

G M v,
(x2 +3).(x4 —16).(x2 +5x)
(x3 —8).1(363 +125)

x—2
d) V(x): N <
2x
—2>1
©) V(x) x*=3x+2
je-1i oborem vyrokové formy mnozina: 1) R 2) Z 3) N.

>0

a) V(x):

<0

>0

c) V(x):

0

defini¢ni obor
vyrokové formy,
rovnice a nerovnice
v soucinovém a
podilovém tvaru,
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2.4 Usudky

2.4.1 Rozhodnéte, zda zapsané tisudky jsou spravné
x = y plati x=y plati xvy plati

a) y=>zplati b) —z=-—yplati ¢) yAz neplati

x = z plati z=—x plati x = —z plati
2.4.2 Na tfidni schizky mitize jit nejvyse jeden z rodicii. Rozhodnéte, zda jsou
spravné usudky a) nepdjde-li otec, ptijde matka, b) neptijde-li otec, neptijde matka.
2.4.3 Na sluzb¢ se stiidaji tii zaci, Adam, Bert a Cyril. Jestlize na sluzbé neni
Adam nebo tam neni Cyril, musi tam byt Bert. Jestlize jsou na sluzbé Adam i Bert,
neni tam Cyril. Rozhodnéte, zda za téchto podminek jsou spravné usudky:
a) Neni-li na sluzbé Adam, je tam Bert.
b) Neni-li na sluzbé Adam, je tam Cyril.
¢) Neni-li na sluzbé Bert, je tam Cyril.
2.4.4 Tti dcery, Anicka, Bétka a Cilka se podileji na uklidu domacnosti podle
téchto formuli: (=4 A B)= —C, (Av—-B)=C, (C= A)= B.Rozhodnéte,

zda jsou za téchto predpoklada spravné otcovy usudky:

a) Jestlize neuklizi Anicka, pak neuklizi ani Bétka.

b) Jestlize neuklizi Ani¢ka ani Bétka, neuklizi ani Cilka.

2.4.5 Studuji-li logiku, boli mne hlava. Vezmu-li si prasek proti boleni hlavy,
zhloupnu. Prasek si beru prave tehdy, kdyZz mne boli hlava. Z toho plyne, Ze kdyz
studuji logiku, zhloupnu: Je tento usudek spravny?

,,Vyrok je pravdivy
nebo nepravdivy,
usudek spravny nebo
nespravny.

usudky typu:

- modus ponens,

- modus tolens,

- pravidlo kontrapozice,
- pravidlo sylogismu,

aplikace,
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2.5 Diuikazy matematickych vét

2.5.1 Dokazte, ze pro kazdé a € N plati:
a) 5_3a+2 _3'3a+1 — 36.311 b) 3.2a+3 _2.2a+2 2a+4 — 2a+5

2.5.2 Dokazte (bez numerickych vypocta), ze plati: /6 + 2 =1+ f

+
2.5.3 Dokazte, ze pro a € N,b e N,a” > b plati: \/a+ arr ,/
kde r=+a’ —b

2.5.4 Dokazte (bez numerickych vypoét), ze plati: 3+ \/E > \/E .
2.5.5 Dokazte (bez numerickych vypocta), ze plati \/ 10— \/ﬁ < \/ 10+ \/ﬁ -1

2.5.6 Dokazte vétu
n<s 2| n’

n<:>3|n2

2.5.7 Dokazte, ze \/5 a \/§ jsou iracionalni ¢isla

ptimy dikaz rovnosti,
dikaz sporem,

surdicky vyraz; dikaz
sporem,

dikaz sporem,

ekvivalence; nepiimy
dtkaz implikace,

dikaz sporem,
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3. Teorie ¢isel

3.1 Ditkazy vét o délitelnosti

3.1.1 Dokazte, Ze

a) soucet dvou dvojcifernych ptirozenych Cisel, ktera se 1isi jen poradim cifer, je
delitelny 11,

b) rozdil dvou dvojcifernych ptirozenych ¢isel, ktera se 1isi jen poradim cifer, je
délitelny 9,

¢) rozdil trojciferného pfirozeného ¢isla a Cisla, které z ného vznikne zaménou
krajnich cifer, je délitelny 99.

3.1.2 Tti mocniny ¢isla 2, jejichZ exponenty jsou tii po sob¢ jdouci pfirozena Cisla,
maji soucet délitelny sedmi. Dokazte.

3.1.3 Dokazte, ze soucin péti libovolnych za sebou nésledujicich ptirozenych Cisel
je délitelny dvéma, tfemi, ¢tyifmi, péti, deseti, patnacti, tficeti, Sedesati i stodvaceti.
3.1.4 Dokazte kritérium délitelnosti a) ¢tyfmi, b) osmi, ¢) ttemi, d) deviti.

3.1.5 Zdavodnéte, pro¢ kazdé ptirozené Cislo 1ze zapsat prave jednim z vyrazi
S5k,5k +1,5k+2,5k+3,5%k+4, ke N,.

3.1.6 Dokazte, Ze soucet kazdych tii (péti, sedmi) po sobé jdoucich pfirozenych
Cisel je délitelny tiremi (péti, sedmi).

3.1.7 Dokazte, ze pro kazdé ne N je

a) ¢&islo 3 délitelem &isla n° +2n,

b) &islo 6 délitelem &isla n° +11n,

¢) &islo 4 délitelem &isla n +3n°.

3.1.8 Dokazte, ze pro kazdé ne N je

a) ¢&islo 6 délitelem &isla n’ —n,

b) &islo 12 délitelem ¢&isla n* —n?,

¢) &islo 30 délitelem ¢&isla Sn° +151° +10n .

3.1.9 Dokazte, ze pro kazdé ne N je

a) &islo 24 délitelem &isla n° —n°,

b) &islo 30 délitelem &isla n° —n.

3.1.10 Zapiste symbolicky a dokaZzte vétu:

a) Jestlize je &islo 5 délitelem n, pak neni délitelem n° +1.

b) JestliZze je &islo 3 délitelem n° + 2, pak neni délitelem n,

¢) Jestlize neni &islo 3 délitelem n* + 2 , pak je dé&litelem &isla n.

3.1.11 Dokazte, Ze pro libovolna ptirozena Cisla a, b plati D(a,b)-n(a,b)=a-b,
kde D(a,b) je nejvétsi spole¢ny délitel a n(a,b) nejmensi spole¢ny nasobek
Cisel a, b.

nasobek, délitel,
rozvinuty zapis Cisla,

nasobek, délitel,
Gpravy mocnin,
délitelnost soucinu,

kritéria d¢€litelnosti,
zbytkové tridy,

metoda zbytkovych

tiid,

metoda rozkladu,

kombinace obou metod,

piimy dukaz implikace,
nepiimy dikaz
implikace,

prvociselny rozklad,
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3.2 z-adické Ciselné soustavy

3.2.1 Pieved'te zapisy Cisel 36 a 25 z desitkové soustavy do soustavy dvojkové
(trojkové, ctytkové, osmickové, dvojkove kodované desitkové) a vyuzijte tyto
zapisy k seéteni, odeCteni a vynasobeni obou ¢isel. Vysledky ovéite prevedenim do
desitkové soustavy.

3.2.2 Urcete zaklad soustavy, vite-li, ze

a) 521, =424, + 64
b) 72,11, =802,,,.

3.2.3 Urcete zaklady z, u ¢iselnych soustav, plati-li soucasné

a) 35.,=45,, a 23, =31,
b) 35., =45, a 31, =41,,.

3.2.4 Nahrad’te pismena Cislicemi (v petkové soustave), ptitom dvé riizna pismena
oznacuji dve razné Cislice

(2)°

(2)

HC
- BC
HC
CEB
CBCC
3.2.5 Kolik pfirozenych ¢isel ma jednociferny, dvojciferny, trojciferny a n-ciferny

zapis v soustave o zakladu 5?
3.2.6 Kolikrat se v zapisech ptirozenych ¢isel v pétkové soustave od ¢isla 1

Sisla 444

celkem?

) do

(s objevi jednotlivé islice? Kolik ¢islic je zapisu téchto Eisle potfeba

algebrogramy,

kombinatorika,

Obmeénujte — jina Cisla, dil¢i tkoly, vyuzijte napt. ¢astecné pozicni desitkovou soustavu starych

Cinanti a mayskou soustavu dvacitkovou.
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4. Vyrazy

4.1 Vzorce

4.1.1 Zjednoduste zapisy:

a2x+l'b4x—5y a.bZXH a3x—2.b4y -2
Y @b \a¥ b a¥'h - *eN.yeN
a-2 2a+l 2 2
+ (u- u' —v
€ 0 R U ) .

(u _ v)2a+3 .(x2 _ y2 )2a+1 (.X _ y)a+2

c) {az_bz }m.[(xz_yz) } l: a-b }m: meN,ne N

(x—y)n (a +b)m (x+y)n
4.1.2 Zjednoduste zapisy:
g
Ve Ve i
b) [x\/:(x/;\/x_):'xzmé/;\/;:

5 (103.8_2] :M:
[IIT o

5448

4.1.3 Upravte uzitim vzorcu:

pravidla pro pocitani
S mocninami a
odmocninami,

a) (a"—2 2") =

2 -2 2
b) [(ax) a’ +ar a"} =

2 -2 3
9) [(a") a’ —a” ax} =

o -3

@(w‘+aﬁ -
4.1.4 Odvod’te vzorce: nasobeni a déleni
a) (a+b)4 = (a—b)5 = (a _b)6 = mnohoé¢lentl,
b) @’ b’ = ad+b’ =
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4.2 Rozklady mnohoclenii

4.2.1 Rozlozte na soucin
a)(x—5)(2-x)-25+x"—(5-x) =

b) 3.(2x —1)—-(1-2x)* —=(1-2x)(3+5x)=
¢) vt =2y +2y* -2y +1=

d) y'-3y* +4=

e)a’ +3a’ +4a+2=

0)2b* +b° +4b> +b+2 =

4.2.2 Rozlozte na soucin

a) a® —b° =

b)a +1=

) 256—a® =

4.2.3 Rozlozte na soucin

a) ax’> —bx* +bx—ax+a—b=
b)a’—a’+a’-1=

¢) beb+c)+calc—a)—abla+b)=
d)(a=b)p—a)(p-b)+bp(p—b)-ap(p-a)=
e) x.(y -z )+y.(z -X )+z( yz)
4.2.4 Rozlozte na soucin

a) (x=y) +(r-2) +(z-x) =

b) ()H—y+z)3 -x'-y’-z'=
oa‘(b-c) +b*(c—a) +c(a-b) =
4.2.5 Rozlozte na soucin

a) [(az +bz).(p2 +q2)+4abqu —4.[]9q.(a2 +b2)+ab.(p2 +q2)]2 =
b) (x2 +y2)3 +(22 —x2)3 —(y2 +22)3 =

4.2.6 Dokazte, ze pro vSechna ¢isla a,b,c plati:

befc—b)+ac(a—c)+ab(b—a)=(a—b)(b-c)(c—a)

geometricka
interpretace vzorct

(a+b)’

a a .
a* a a? ab
ab |2
b
b
(a-b)2=a?-2ab +b? (a+b)2=a?+2ab + b?
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4.3 Upravy lomenych vyrazii

Upravte a urCete podminky:

e
4.3.1 ¢ c 4 a -

a b c
E(c—b)+a(a—c)+£(b—a)

(1 1 J b +c*—a?
—+ J 1+
a b+c 2bc 3

4.3.2 l_ 1
a b+c
2a+10 130-a 30 3a* —8a’ —34?
433 + +—-3. 3 =
3a-1 1-3a a a—a

2
4-3.4( )zc+5 i x+7 j:(x+3j _1+x=
x =81 x"—-18x+81 x—9 9+ x
1_ 1
4354 b+c.(1+b2+cz_a2j:a_b_c=

l N 1 2bc abc

a b+c

obsa t b
43.6 +a a a’b+2a’b’ +ab’ —4a’b*

b* +2ab*-3a’b a’ -b*

Y J . i B Y L S i
3x—y 27x -y Ox"+3xy+y° y —27x

3 3
_ _ 1+ c(l+c)—a
4.3.82a02.§’02.1+c—cz( )
a +ac+c” ab-bc a-—c c bc

vyznam podminek,
existence vyrazu,
defini¢ni obor vyrazu,
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4.4 Upravy vyrazii s odmocninami

Upravte a uréete podminky:

4.4.1 6/8x(7+4ﬁ).3 2J6x —42x =

(2ab a + 2b \2b V2ab +32a°b
Ja—2b J2ab

\/f 143422 +3)(x +12) Jx -6x-8 _

x—/x
= V2 +143-22

4.4.2

a'+b" +2(Va+b) ( 2+b;J

4.4.6 =

(ab—a\/%J_l
a+-ab
i Ja.(Ja-1)+1-a _afa__
(1—\/2).4 a’ \N9-a’
44.8 [ﬁ#—jg_%]:l:\/x_;_'_x—}—x(xy);—(x+y)_(xy)21j|:
—3+i2—l—1
4.4.9 %+(x‘3+x_ -Xx +1).(1—
a\/zi 2a”" 34/?(661) 1_

»Je pravda, ze
odmocnina z druhé
mocniny daného ¢isla
je rovna druhé mocning
odmocniny z téhoz
Cisla?*
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5. Rovnice, nerovnice a jejich soustavy

5.1 Rovnice a nerovnice s odmocninami

5.1.1 \/x2 —2x+1+\/x2 +2x+1=2
502 Vx2 +2x+1—x2 —4x+4=3
5.1.3 \/x+2—\/2x—3 :\/4x—7

504 Jx+3—d/x—1 +x+8—6vx—1=1
5.5 [y =242y -5 +[y+2+32y -5 =72

5.1.6 3x” +15x+24x* +5x+1=2
5.1.7 3/3x+28 —-3/3x-28 =2

518 Yx? —Yx—6=0
5.1.9 VI+xv2x* +8 =x+1

5.1.10

4 1 3
5.1.11 Vx—3+6=5¢x-3
xi/;—l 3/?—1
NEIRE
5.1.13 V4x* —14x+1=2x-5
5.1.14 v/25x> —28x—8 = 5x —4
5.1.15 a) Vx* +2x-3 <1
b) V2x* =3x-5<x-1
¢) Vx® =3x-10<8—x

5.1.12 12

5.1.16 a) V1—x +1<~/3—x7
b) Jx+3—/x-1>+2x-1
s AT
V4 -x
5.1.18 4—x2+MZO
X

upravy rovnic
- duasledkové,
- ekvivalentni,
- neptipustné,
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5.2 Rovnice s parametrem

(x je neznama, ostatni pismena oznacuji parametry)
5.2.1 x.(a —4) =a’-16
522 a’x—x+a=1
523 x.(a —1) + a.(x+ 4) =2
524 xa’ = a.(l + 3x) -3
5.2.5 2p.(xp +l)—(p2 +l).x =2
5.2.6 Pro jaké hodnoty parametru a€ R ma dand rovnice realné koteny?
(Za—l)x2 +(4a+l)x+l+2a =0
5.2.7 Pro jaké hodnoty parametru a€ R mé dand rovnice jeden kotfen roven
nule? 5x° +(4a—15)x+a2 +6a—-7=0
5.2.8 Urcete me R tak, aby prisecik pfimek p, q lezel v daném kvadrantu:
a)p:2x+3y=m,q: 2x—y =1, IIL. kvadrant
b)p:2x—y=m,q: x+y=1,1V. kvadrant
m m+3 1

5.2.9 —+ =8+—
X 2 X

kx+1  kx—1
x—2 x+2

2
a —1
=aqa

5.2.10

5211 1+

X

2 1
5.2.12 px——=—(4x+1
e (4x)

diskriminant
kvadratické rovnice,

kvadratické nerovnice,

soustavy nerovnic,
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5.3 Rovnice vyssich stupriii (feSeni v R)

53.1a) 3x*+6x>=0 c) 192x" -3x°=0
b) 64x° —8x’ =0 d) x*-3x*-4=0
53.2a) 2x° —3x*-3x+2=0
b) 3x’ +4x> +4x+3=0
53.3a) 12x* —25x° +25x—-12=0
b) x*+6x°—6x-1=0
53.4a) 2x° —x" —4x’ —4x* —x+2=0
b)6x’ +x* —43x" —43x° +x+6=0
53.5a) (2x-5) =81

b) (3x+2)" =256
¢) (x*+1) +2.(x* +1)=8

d) (x* +1) —2.(x* +1)=8
53.6a) x*—19x’ -216=0
b) x*—x*-20=0

5.3.7 Doplnénim na tieti mocninu dvojélenu feste:
a) X’ +6x° =—12x+117
b) x’ —3x* +3x=28
5.3.8 Doplnénim na ¢tvrtou mocninu dvojclenu feste:
a) x* —4x’ +6x* —4x =15
b) x* —4x’ +6x* —4x =80

rozklad na souéin
Ciniteld,

uziti substituce,

vzorce (a + b)3 ,

vzorce (a + b)4 ,
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5.4 Soustavy rovnic

(2x + y).(x - Zy) =48

5.4.1
(x+2y)2x-y)=132
2x-5 y+1_

A )

542 4
3x+1_2y+9_1
x-1 y+2

1 1 2

I—x+y l-x-y 3
_x — —
543 4 4

11 4

l-x—y 1-x+y -3

2 2 _
544 % +y +x+y=530
xy+x+y=230

- TRy o)
ff.%

51/x+

5.4 xX+y

VXt -y —5@24

; X7+ 97 +42xy =82
\/;+\/;:4

6 5
+ =2
x+y y+3z
sag > 4 1
x+y x-2z 2
10 7 3

y+3z x-2z 2

x+y+z+u=10

X+y—z-u=-4
5.4.9 d

x—-y—z+u=0

-Xx+y+z+u=38

metody feSeni soustav
rovnic:
- substitu¢ni
- scitaci
- srovnavaci
- Gaussova
eliminacni,

Johann Carl
Friedrich Gauss (30.
dubna 1777, 23.
unora 1855) - slavny
némecky matematik a
fyzik, ktery se
zabyval mimo jiné
geometrii,
matematickou
analyzou, teorii Cisel,
astronomii,
elektrostatikou,
geodézii a optikou.
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5.4.10

5.4.11

5.4.12

5.4.13

xX+2y+3z+4u =10
2x+y—z+3u=>5
3x+4y—-z—u=>5
-x=2y+3z4+u=1

ax+y=1 )
, a]Je parametr
x+ay=1
ax—2y =3 )
, aJe parametr
3x+ay=4
X+
y=a
Y , @ je parametr
1+ =
a+l

Zkuste se zaky tesit i diofantovské rovnice.
Diofantos z Alexandrie (3. stol. n. 1.) - fecky matematik
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5.5 Problémové ulohy

5.5.1 Konference se zucastnilo 60 delegati, z nichz kazdy ovladal alespoii jeden
ze tf jednacich jazykl (anglictinu, arabstinu, francouzstinu). Zadny tcastnik
neumél soucasné anglicky a francouzsky. Anglicky hovoftilo 30 delegatti, arabsky
36 a francouzsky 28. Kolik delegat hovotilo pouze arabsky? Kolik delegati
hovotilo praveé dvéma jazyky?

5.5.2 Ze 129 studentti jednoho ro¢niku univerzity chodi pravidelné do menzy na
obéd nebo na veceti 116 studentl, 62 studenti dochazi na nejvyse jedno z téchto
jidel. Pfitom na obédy chodi o 47 studentti vice nez na vecefi. Kolik studentl chodi
do menzy na obédy i vecete, kolik na vecete, kolik jenom na ob&dy?

5.5.3 Ve skole pracoval krouzek turisticky, recitani a fotograficky. Kazdy
ze 126 74kl pracuje aspont v jednom krouzku, 46 z4kl pracuje ve dvou
krouzcich, zadny zak nepracuje ve vSech tfech krouzcich. V recitatnim je
5 v8ech zaki, polovina z nich navstévuje jesté dalsi krouzek. V turistickém
krouzku chybi jen 2 zici k tomu, aby mél dvojnasobny pocet Clenli nez
fotograficky krouzek. Polovina vSech 74kl navs$tévujicich praveé jeden
krouzek patii do turistického krouzku. Kolik Z4kt je v turistickém krouzku
a kolik zaroven v recita¢nim 1 fotografickém?

5.5.4 Vyrobky vyfazené vystupni kontrolou mély 3 druhy zavad. Z 800
kontrolovanych vyrobki bylo 97% bez zavad. Polovina vadnych vyrobki
méla zdvadu A4, Ctvrtina vadnych vyrobkd méla pouze zdvadu B . VSechny
vyrobky s vadou C mély i vadu B a s znich méla i vadu 4. Zavadu 4 1
B m¢lo 7 vyrobki.

a) Kolik vyrobkd mélo pouze zavadu 4 ?

b) Kolik vyrobkii mélo zavadu C?

¢) Kolik vyrobkl mé vSechny 3 vady?

5.5.5 V kancelaii Cedoku prodali béhem jednoho dne celkem 166 poukazi
na zahraniéni zdjezdy. Leteckych zdjezdl bylo proddno dvakrat vic nez
zajezdl do Chorvatska. Zajezdii do Chorvatska, jez nejsou letecké, bylo
proddno o 40 vice nez leteckych zdjezdi do Chorvatska. Zajezdu, jez
nejsou ani letecké ani do Chorvatska, bylo proddno o 30 méné nez téch
zajezdl do Chorvatska, jeZ nejsou leteckeé.

a) Kolik z4jezdi do Chorvatska bylo prodano?

b) Kolik bylo prodano leteckych zajezda jinam neZ do Chorvatska?

5.5.6 Ve tiidé je 33 zaki. Nékteii se prihlasili do soutézi MO, FO a SOC. Z
nich 6 délalo jen SOC. Viech tfi soutézi se nezucastnil nikdo. Jen MO a jen
SOC se zucastnil stejny podet zakt, coz byl dvojnasobek téch, kteti délali
jen FO. Téch, zaka, ktefi se zG&astnili MO nebo FO, ale ne SOC, bylo 13.
Téch, ktefi vypracovali soucasné MO a FO bylo dvakrat tolik, co ti€astnikti
MO a zaroveti SOC. Aspoii jedné soutéZe se zucastnilo 22 zaku.

Kolik zaka se za&astnilo MO, kolik FO a kolik SOC?

5.5.7 Ve 140 domacnostech probéhl prizkum energie uzivané k topeni a
vafeni. Pevna paliva uzivd 55 domadcnosti, ale jen pevna paliva zadna
domécnost. Elektfinu uziva 80 domadcnosti, svitiplyn 105 domadcnosti.
Svitiplyn, ale ne pevna paliva, uzivd 65 doméacnosti. VSech tfi druht uziva
5 domacnosti, pravé dvou druht 90 domécnosti.

a) V kolika domacnostech uzivaji jen svitiplyn?

b) V kolika uzivaji elektfinu nebo svitiplyn a pfitom bez pevnych paliv?

5.5.8 V ptirodovédném krouzku je 15 studentl. Biologii se zabyva 8
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studenttl, chemii 9 studentd, fyzikou 7 studentil. Zadny ze studentd neni
soucasné biolog a fyzik, pouze jednim oborem se zabyvé 6 studenti.
Predpokladame, ze kazdy student se zabyva alespon jednim oborem.
a) Kolik student se zabyva jenom chemii?
b) Kolik studentti se chemii nezabyva vibec?
5.5.9 Ze 35 zaka jedné tfidy bylo 7 74kl o prazdninéach na rekreaci
v Jugoslavii a prave tolik v Bulharsku, Rumunsko navstivilo 5 zakd.
V Zadné z téchto tii zemi nebylo 21 zaki, vSechny tfi navstivil 1 Zak.
V Bulharsku i v Rumunsku byli 2 zaci, v Rumunsku i v Jugoslavii 1 zak.
Kolik zakt navstivilo o prazdninach
a) Jugoslavii nebo Bulharsko
b) Rumunsko nebo Jugoslavii
¢) Bulharsko nebo Rumunsko?

Vyzkousejte problémové vyucovani i uceni, badatelské vyucovani, konstruktivistické ptistupy
k vyu€ovani.
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6. Planimetrie

6.1 Pocetni ulohy

6.1.1 Je dano n riiznych piimek, z nichz zadné dvé nejsou rovnob&zné a zadné tii
neprochazeji tymz bodem. Na kolik ¢asti rozd€li tyto piimky rovinu?
6.1.2 Osy vnitinich thlu trojuhelniku ABC se protinaji v bod¢ S. Vyjadrete velikost

thlu ASB pomoci thlu y ([ ACB|=y).
6.1.3 Osy vngjsich Ghli pravouhlého trojihelniku ABC (|2 ACB|=90°) pti

vrcholech A4, B se protinaji v bod¢€ S. Urcete velikost konvexniho thlu 4SB.
6.1.4 Urcete pomér obsahu trojuhelniku ABC a trojuhelniku sestrojeného z jeho
téznic.

6.1.5 Do kruznice o poloméru  je vepsan pravidelny pétiuhelnik. Vypocitejte jeho
obvod a obsah. Reste tuto tilohu i pro dalsi pravidelné mnohothelniky.

6.1.6 Pravidelny n-uhelnik ma 54 uhlopficek a polomér kruznice jemu opsané je
r =14cm . Vypocitejte jeho obvod a obsah.

6.1.7 Nad stranami pravouhlého trojuhelniku ABC s odvésnami délek a, b a
pteponou délky ¢ jsou sestrojeny vné trojihelniku ctverce. Spojte jejich vrcholy
useckami tak, abyste dostali Sestithelnik. Vypocitejte jeho obsah.

6.1.8 Do rovnostranného trojuhelniku ABC o strané a je vepsan Ctverec.
Vypocitejte obsah a obvod tohoto ¢tverce.

6.1.9 Je dana kruznice k(S;7cm) abod M,
MT vedené z bodu M ke kruznici .

MS | =11cm . Vypocitejte délku tecny

kombinatorika,
soucet uhla
v trojuhelniku,

podobnost trojihelniki,

mnohothelniky,

trigonometrie
pravouhlého
trojuhelniku,

podobnost trojihelniki,

Pythagorova véta,
Pythagoras ze Samu
(6. stol. pt. n. 1.) -
starotecky filosof

Ved'te zaky k ¢rtani obrazki ,,od ruky*.
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6.2 Diikazové ulohy

6.2.1 Dokazte, Ze v kazdém konvexnim n-thelniku je soucet velikosti vSech
vnéjsich uhld roven 360°.

1
6.2.2 Dokazte, ze v trojuhelniku ABC plati E(a +b+c)<t, +t,+t, <a+b+c.

6.2.3 Dokazte, Ze ptimky spojujici vrchol 4 rovnobézniku ABCD se stfedy stran
BC, CD rozd¢luji uhlopticku BD na tii stejné ¢asti.

6.2.4 Je dan ostrouhly trojuhelnik ABC. Nad jeho stranami jsou sestrojeny vné
trojuhelniku ABC rovnostranné trojuhelniky 4CM a ANB. Dokazte, Ze plati

|BM|=|CN|.
6.2.5 Vné dan¢ho trojuhelniku ABC jsou sestrojeny ctverce ACDE a BCGF.
Dokazte, ze |AG| = |BD|.

1.

1
6.2.6 Pro strany a vysky trojuhelniku ABC plati a:b:c = :—. Dokazte.
vC'

1 .

v, ' v,
6.2.7 Dikaz Pythagorovy véty
6.2.8 Dikaz Euklidovych vét
6.2.9 Dokazte, ze v kazdém lichobézniku ABCD plati mezi délkami a, b, ¢, d, e, f
(a, c jsou délky zakladen, a >c, b, d délky ramen, e, f délky thloptic¢ek) vztah
e+ fP=b>+d’ +2ac.
6.2.10 Dokazte, Ze soucet tzv. Hippokratovych mésici, tj. ploch vymezenych
oblouky pilkruznic sestrojenych nad stranami pravouhlého trojuhelniku ABC (

|D C | =90") v polorovin& ABC, je roven obsahu trojuhelniku 4BC.

6.2.11 Dukaz véty o obvodovém a stiedovém uhlu

6.2.12 Jsou dany dv¢ kruZznice, které maji vnéjsi dotyk. Tétivy, které spojuji
praseciky libovolnych dvou secen prochdzejicich bodem dotyku s kruznicemi, jsou
navzajem rovnobézné. Dokazte.

6.2.13 Je dan rovnoramenny trojuhelnik ABC (4B je zakladna). Dokazte, Ze soucet
vzdalenosti kazdého bodu X zakladny 4B od ptimek AC a BC je konstantni.

mnohothelniky,

trojuhelnikové
nerovnosti,
vlastnosti téznic
trojuhelniku,

shodnost trojuhelnikt,

vlastnosti vysek
trojuhelniku,
podobnost trojuhelnik,

Euklides z Alexandrie
(asi 325 — asi 260 pft. n.
1.) - anticky geometr

Hippokratés (460 —
asi 377 pt.n. 1.) -
starotecky lékar,
zakladatel
racionalniho
l1ékarstvi

obsah kruhu,

goniometrické funkce
ostrého uhlu,

(]
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6.3 Pravidelné mnohotuihelniky (konstrukce pravidelnych n-uhelnikii, hvézdicové
mnohouhelniky)

6.3.1 Priblizna konstrukce pravidelného pétitthelniku a desetiuhelniku; pentagram.

6.3.2 Priblizna konstrukce pravidelného devitiahelniku vepsaného do kruznice k&
(S, r).
6.3.3 Konstrukce hvézdicovych osmiuhelnikd, devitithelnikd, ...

reSitelnost
geometrickych
konstruk¢nich tloh
danymi prostiedky,

Vhodné ucivo pro zadani projektu.

32




6.4 Mocnost bodu ke kruZnici

6.4.1 Jsou dany body 4, B, C, které nelezi v pfimce, a bod M uvnitf usecky 4B,
|MA| =8cm, MB| =6cm,|MC | = 42cm . Uréete vzdalenost pruseciku D ptimky
MC s kruznici opsanou trojuhelniku 4BC od bodu M.

6.4.2 Je dana kruznice k(S;r =7cm)abod M, MS| =1lem . Vypogitejte délku

teény MT vedené bodem M ke kruznici k.
6.4.3 Sestrojte kruznici, ktera prochazi dvéma danymi body a dotyka se dané
pfimky.

mocnost bodu ke
kruZznici,

Vhodné ucivo pro zadani projektu.
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6.5 Euklidovské konstrukce

6.5.1 Tecna z bodu ke kruznici (vyuzitim bez Thaletovy kruZnice — viz obrazky)
6.5.2 K dané ptimce p sestrojte danym bodem M rovnobézku uzitim pouze
kruzitka a pravitka s jedinou ptfimou hranou.

6.5.3 K dané ptimce p sestrojte danym bodem M kolmici uzitim pouze kruzitka a
pravitka s jedinou pfimou hranou.

konstrukce pouze
pomoci pravitka a
kruzitka,
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6.6 Konstrukcni ulohy FeSené uZitim mnoZin bodii dané vlastnosti

6.6.1 Jsou dany dvé rovnobézné ptimky a, b ve vzdalenosti 4cm. Najdéte mnozinu
vsech bodt X, pro které plati |Xa| + |Xb| =6cm.

6.6.2 Urcete mnozinu tézist’ vSech pravouhlych trojuhelniki se spolecnou
pieponou AB.

6.6.3 Sestrojte trojuhelnika ABC, pro ktery plati @ =5cm, a =45", p=1,5cm.
6.6.4 Sestrojte te¢novy ¢tytahelnik ABCD, pro ktery plati a =7,5¢m ,b =3,5¢m ,
a=45",p=25cm.

6.5.5 Sestrojte dvojstiedovy ¢tyfuhelnik ABCD, je-li dano
a=60",8=75",p=2,5cm.

6.6.6 Je dana isecka 4B (|AB | = 6cm) . Sestrojte vSechny trojuhelniky 4ABC, pro

které plati « =%, t,=dcm,kde d €R".

6.6.7 Je dana tise¢ka AB (|AB| = 6cm) . Sestrojte vSechny trojuhelniky ABC, pro
které plati t, =3 cm, a €(0,7).

6.6.8 Je dana tisecka 4B (|AB| = 6cm) . Sestrojte v§echny kosodélniky ABCD, pro
které plati &=120°,v, =h cm ,kde he R".

6.6.9 Je dana tisecka AB (|AB| = 6cm) . Sestrojte v§echny kosodélniky ABCD, pro

které plati v, =2cm,e €(0,7).

mnoziny bodl dané
vlastnosti,

Thalés z Milétu (asi
624 — asi 548 pi. n. L) -
starofecky mudrc

konstrukce trojuhelnika
a Ctyfthelnikd,

ulohy s parametrem,

Vyuziti software Geogebra, piip. Cabri pfi feSeni konstrukénich uloh vsech typa.
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6.7 Zobrazeni: konstrukéni uilohy FeSené vyuZitim shodnych zobrazeni a
stejnolehlosti, skladani zobrazeni

6.7.1 Sestrojte trojuhelnik 4BC, je-li dano o =12cm,a = 60°, B = 45° .

6.7.2 Sestrojte ¢tverec ABCD, je-li dano a+e =10cm .

6.7.3 Sestrojte kosoétverec ABCD, je-li dano: a,a+ f ( f = BD).

6.7.4 Sestrojte obdélnik ABCD, je-li dano e =7cm,a—b =1cm .

6.7.5 Sestrojte lichob&éznik ABCD ( AB1CD), je-li dano b =3cm,c =2,5cm,
d=2,6cm,a—f=20°.

6.7.6 Jsou dany ¢tyfi kruznice k,,k,,k;,k, abod S. Sestrojte rovnobéznik ABCD
se sttedem S, jehoZ vrcholy 4, B, C, D lezi po fadé na kruznicich k,,k,,k;,k,.
6.7.7 V roving je dano pét riznych bodu S, S,,S;,S,,S;, které nelezi v piimce.
Sestrojte vSechny uzaviené lomené ¢ary ABCDEA, pro néz jsou body
S,,S5,,8;,8, a S po tadé stfedy stran AB, BC, CD, DE, EA.

6.7.8 Jsou dany tfi riizné body M, N, S, které nelezi na jedné ptimce. Sestrojte
ctverec ABCD se stiedem v bod¢ S tak, aby M €<> AB,N e<> CD.

6.7.9 Vyhledejte misto na fece $itky d, ve kterém by mél stat most ve sméru kolmo
na tok feky tak, aby cesta z obce 4 do obce B, které lezi na riznych stranach feky
mimo jeji biehy, byla nejkratsi.

6.7.10 Je dana kruznice k(S,r), bod B a usecka délky d (d < 2r). Sestrojte t&tivu

XY kruznice k délky d tak, aby byla vidét z bodu B pod thlem 60°.

6.7.11 Jsou dany tii kruznice k, (S,7,).k,(S,5,).k (S,1), n<r, <r, abod
B €k, . Sestrojte rovnostranny trojuhelnik ABC tak, aby A€k, a C e k;.

6.7.12 Sestrojte pirimku, kterd prochazi bodem A a neptistupnym priisecikem
piimek p a g.

6.7.13 Sestrojte stied Gsecky 4B, je-li bod B nepfistupnym prusecikem piimek
pagq.

6.7.14 Je dana kruznice /(O,r) ajeji vnéjsi piimka ¢ s bodem A. Sestrojte
kruznici, ktera se dotyka dané piimky v bod¢€ 4 a dané kruznice /.

6.7.15 Jsou dany dve riznobezky a,b a kruznice k(S,r). Sestrojte kruznici, ktera se
dotyka obou danych ptimek a dané kruznice.

6.7.16 Je dana pfimka p, kruznice k a bod A. Sestrojte trojihelnik 4BC tak, aby
Bep,Cek,a=60"]4C|=2-|4B.

6.7.17 Je dana kruznice a ¢tverec s hranici 4, které se protinaji v bodech K a Q.
Sestrojte v§echny obdélniky KLMN, pro které plati L € k, N € h, KL| =2- |KN | :
6.7.18 Jsou dany dveé rizné rovnobézné piimky p, gabod 4 (A ¢ p, A& q).

Sestrojte vS§echny pravouhlé trojihelniky ABC (|D C | =90") tak, aby platilo

Bep, Cegq,[J BAC|=30".
6.7.19 Jsou dany dvé kruznice k,(S,;3cm), k,(S,;3,5cm)abod 4, |ASI| =Tcm,
|AS2| =6cm , S1S2| =4cm . Sestrojte rovnostranny trojihelnik 4BC tak, aby

Bek,,T €k,,kde T je t&zisté trojuhelniku ABC.

6.7.20 Skladani zobrazeni; osova soumérnost jako zakladni shodné zobrazeni;
posunuta soumérnost a identita; homotetie jako zakladni podobné zobrazeni.
6.7.21Je dan pravidelny osmiuhelnik ABCDEFGH se stiedem S. UrCete zobrazeni,
v némz je obrazem trojuhelniku ABD trojuhelnik a) AHF, b) HGE, ¢) EFH, d)

uziti osové
soumeérnosti,

uziti sttedové
soumernosti,

uziti posunuti,

uziti otoCeni,

uziti stejnolehlosti,

Apolloniovy a

Pappovy ulohy,
Apollonius z Pergy
(starotecky
matematik, 262 — asi
190 pt. n. L.)

Pappos z Alexandrie
(fecky geometr, asi
290 pt. n. 1. — asi 350
pf.n. L)

skladani zobrazeni,
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BCE, e) GHB. Vytvofte tato zobrazeni slozenim osovych soumérnosti.
6.7.22 Je dan ctverec ABCD se stiedem S. Urcete pomér podobnosti, ktera
zobrazuje body 4, B, S po fad¢ na body B, D, C.

Vhodné ucivo pro zadani projektu.
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6.8 Algebraické konstrukce

6.8.1 Sestrojte usecku délky a) (‘/5 ,b) (‘/5 .

6.8.2 Jsou dany usecky a, b. Sestrojte tisecku délky

a) a2 +b3, b) 1/#,@ a%,

b
ab ab N
d) ,€) , ) .
a+b a->b a+b

6.8.3 Jsou dany tsecky délek a, b, c. Sestrojte Gisecky, které maji délky

a) Va’ —bc (a2 >bc),b) \/a2+b2+02 ,C) \/a2 +b*+ab,
aNa®* +b* 0 \Ja* +bc 5 N Ja* -b?
c a ’ c 2 '

d)v (a>b)’g)—

va“ +bc

6.8.4 Je dan kruh K (S; r). Sestrojte kruznici se sttedem S, ktera déli kruh na dvé
¢asti o stejném obsahu.

6.8.5 Jsou dany soustfedné kruznice &, a k, o stfedu S a polomérech 7 a r,.
Sestrojte kruznici se stfedem S, ktera déli mezikruzi s hranicemi v kruznicich
k, a k, na dvé ¢asti o stejném obsahu.

6.8.6 Je dan trojuhelnik ABC. Rozdélte tento trojuhelnik piimkou p na dvé Casti,
které maji stejny obsah. Pfimku p volte a) rovnobéznou se stranou 4B, b) kolmou
ke stran¢ 4B.

konstrukce
,,odmocnin®,

geometrické konstrukce
algebraickych vyraz{,

mezikruZi,

Nechejte zaky tvofit analogické tilohy.
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7. Funkce

7.1 Exponencidlni a logaritmické rovnice, nerovnice, funkce

7.1.1 Reste rovnice s nezndmou x € R :

6x2 3—15

a) 715 = PREREE

b) 0,255 =425
C) 9x(x—l)—0,5 :\/g

X x+1
o v sl
2 2 3

e) 2257 —22'57 = _600
f) 3x + 3x+1 _5x+1 — Sx _3x+3 + 5x+2
2x+3.3x+2 9x—2

g) 67—x'8x—1 = 3

h) 9,‘(*045 + 90.5*,‘( — ?

X x x -1
5 o1 () [y
4 2 2 4
7.1.2 Reste rovnice s neznamou x € R :
a) 4log,(2x+1)+log, v2x+1 :%10g§(2x+1)—6

b) log 2+log, 8=2.log, 16
C) x1+logx =100

d) Vx"®* =243

o x =(x)

f) (\/;)logzx—Z —

7.1.3 Reste nerovnice s neznamou x € R :
a) 2" >8
b) 47 <0,25
c) 273"
d) 0,5 <4
e) 93x-l 5 gl

2 2-3x 2x+1
f) [5] < 3x+1
7.1.4 Reste nerovnice s neznamou X € R :

a) log,(2x—1)>log,(4x +3)
b) logl(x+4)£ logl(Sx—4)

3 3

¢) log(x—3)+log(2x—1)<0
d) log,, (x2 - 3x)£ log,, x +1log,, 5

¢) log,, (x - 3) >log,, x —log,, 2

definice logaritmu,

pravidla pro pocitani
s logaritmy,
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7.1.5 Urcete, pro ktera a € R je funkce rostouci a pro ktera a € R je klesajici:

2 _(a—3jx
I a+5

b) y = loga+1 X

a

7.1.6 Nacrtnéte v téze soustaveé soufadnic grafy téchto funkeci:

y=l7)-¥=13) -r=13) VT3
x+1 ‘x+l‘ ‘x+l‘ —‘xH‘
7 7 7 7
? y‘(ﬁ] ’y—(m) ’y‘_(ﬁj ’y‘(ﬁj

0 y=2"-3, y=2"_3 ,=|N —3‘
d y=log,x, y= log2|x ,y= ‘log2|x”
e) y= 1Ogo,s X, V= logo,s |x > V= ‘logo,s |x”

7.1.7 Nacrtnéte grafy téchto funkci:

a) y= 210g2x
b) y=log,x
C) y= xlogxx
1
d) y=log,—
X
¢) y=log, x**

f y=log,(log, x)
7.1.8 Urcete defini¢ni obor funkce, vypocitejte priiseCiky s osami, nacrtnéte graf,
zapiste obor hodnot. Do téZe soustavy soutfadnic nakreslete graf funkce inverzni a
pro funkci inverzni urcete defini¢ni obor, obor funk¢nich hodnot a ptredpis.

a) y=2""-4

b) y=0,5""-1

¢c) y=log,x+1

d vy =10g2(x+4)

e) y= 2+10g0,5(x+1)

Vyuzivejte programy pro znazornovani pribéhu funkci, napf.
Geogebra (http://www.geogebra.org/)
Graf — kresleni grafti funkci 3.1 (http://www.slunecnice.cz/sw/graf-kresleni-grafu-funkci/)
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7.2 Goniometrické vyrazy, rovnice a nerovnice

7.2.1 Vyjadrete:
a) tg(x— y) pomoci tg x a tg y
b) cotg(x+ y) pomoci cotg x a cotg y

X
7.2.2 Odvod'te vzorce pro tg 2x a tg 5 Urcete, pro ktera realna Cisla x plati.

X
2.tg—
7.2.3 Dokazte: sinx = 2 . Zapiste podminky.
X
1+tg” =~
8 2
X xY T X T X
7.2.4 Dokazte: 1 +sinx =|sin=+cos— | =2.sin’| —+= |=2.cos’| = —=
2 2 4 2 4 2

7.2.5 Reste v R rovnice:
a) sinx+cosx=0

b) cosx—+/3sinx=0

¢) sin’x—6cos’ x+sinxcosx =0
d) sinx+cosx =1

€) V3sinx+cosx =2

f) sinx+ 3cosx=+2

g) sin’2x—cos’ 2x = cos 2x

7.2.6 Reste v R nerovnice:

. 2
a) |sm x| > 7

b) sin2x < 1
2

c) sinx>cosx
d) cosx<-—sinx
e) tgx=cotgx

7.2.7 Reste v R soustavy nerovnic:
a) sinx>0,5
cosx >0,5

V3

cotg x=2——
b) 3

CoOSx <—

souctové vzorce,

VZOrce pro
dvojnasobny a
polovic¢ni thel,
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7.3. SloZené goniometrické funkce

7.3.1 Nacrtnéte graf funkce:

a) y= sin(2x - %)

b) y=cos(3x+%j
T
= tg| 2x +—
)y g(x 4j
d) y:cotg(Zx—%)

7.3.2 Nacrtnéte graf funkce:
a) y= sin|x|

b) y=sin

T
X+
6

. z
) y= s1n(|x| + E)

d vy =|cosx|—%

V4

e) y:cosx——‘

V4

= COS|x ——]

H vy 4‘

7.3.3 Nacrtnéte graf funkce:

a) y=tg|x|

V4

b = tg|x| ——

)y =tglx] J

c) =t x—Z

y=1g 4

Vs
d) y—|tg x|+z

T

e) y:tgx+—‘
T

=1tg |x +—

f) y=tg 2

Vyuzivejte programy pro zndzornovani prubéhu funkci, napf.
Geogebra (http://www.geogebra.org/)
Graf — kresleni graft funkci 3.1 (http://www.slunecnice.cz/sw/graf-kresleni-grafu-funkci/)
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7.4 Cyklometrické funkce
7.4.1 Uvazujme funkce

b

|
|8

e f :y=sinx, xe<— >
e f,iy=cosx, xe<0, n>
T T
° y=tgx, xe|——,—
fiiy=tg ( 5 2}
o f,:y=cotgx, xe(0,n)
Dokazte, ze funkce f,, f,, f;, f, jsou prosté (vyuzitim jejich grafu).

Nacrtnéte grafy funkci inverznich k funkeim £}, f7, f5, fa. UrCete jejich
defini¢ni obor a obor hodnot.
Jde o tzv. cyklometrické funkce arcsin, arccos, arctg, arccotg.

Sy =arcsinx
£,y =arccosx
filiy=arctgx
fi'y =arccotg x
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8. Stereometrie

8.1 Polohové ulohy

8.1.1 Kolik navzajem riiznych rovin je uréeno 6 body, jestlize

a) Ctyfi body, z nichz zadné tii nelezi v téze piimce, lezi v jedné roving,

b) tfi z nich lezi na téZe pfimce a zadnych pét z nich nelezi v téze roving?

8.1.2 Jsou dany mimobé&zné ptimky p, ¢ abody P € p,Q € g . Bodem P je vedena
piimka ¢'[lq, bodem Q ptimka p'[] p. Dokazte

a) piimka p je rovnobé&zna s rovinou gp’,

b) roviny gp" a pq’ jsou rovnob&zné.

8.1.3 Sestrojte fez krychle ABCDEFGH rovinou HKP, kde bod K je sttedem hrany
AB abod P je bodem hrany BC, BP| : |PC| =1:2.

8.1.4 Sestrojte fez krychle ABCDEFGH rovinou KLM; bod K je bodem hrany AE,
|AK | : |KE | =1:2, bod L sttedem hrany BC a bod M bodem hrany GH,
|GM|:|MH|=1:3.

8.1.5 Sestrojte fez krychle ABCDEFGH rovinou XYZ; body X, Y, Z jsou po fadé

stitedy hran DH, AB, FG.
8.1.6 Sestrojte fez krychle ABCDEFGH rovinou MNP; bod M je sttedem hrany

EH, bod N stiedem hrany CG, bod P je bodem hrany AB, AP| : |PB =1:3

8.1.7 Sestrojte fez pravidelného Sestibokého hranolu ABCDEFA'B'C'D'E'F"’
rovinou KLM, bod K je sttedem hrany CD, bod L je stfedem hrany DE,

M e F'F,|F'F|=|FM|.

8.1.8 Pravidelny &tytboky hranol ABCDA'B'C'D' maé podstavné hrany délky a,
bo¢ni hrany maji délku ¢ =2a . Uvnitt hrany BB’ lezi bod M,

|BM| :|MB' =3:5, uvnitt hrany CC" lezi bod N, CN| : |NC'| =7:1. Sestrojte

fez hranolu rovinou AMN 1 jeho skute¢nou velikost a vypoctéte jeho obsah.

8.1.9 Sestrojte fez pravidelného ¢tyibokého jehlanu ABCDV rovinou XZY; body X,
3 1
Y, Z lezi po fadé na poloptimkach BA, DA, VB, |BX |= 5|AB  |vz| = 5|VB ,

|DY|=2|4D|.

8.1.10 Sestrojte fez pravidelného Sestibokého jehlanu ABCDEFV rovinou KLM,
KeAV, AK| :|KV| =2:1, Le BV, BL| : |LV| =1:3, bod M je stiedem hrany
cr.

8.1.11 Sestrojte fez pravidelného Sestibokého jehlanu ABCDEFV rovinou KLM,
K e FV,|FK|:|KV|=2:1, L e AV,|AL|:|LV|=1:4,bod M je stiedem hrany
BYV.

8.1.12 Je dana krychle ABCDEFGH. Sestrojte prusecnici rovin RST a XYZ; body S,
Z, T jsou po tad¢ stiedy usecek AB, CG, CZ abody X, Y, R lezi po fad¢ na hranach

AB, AE, EF, |AX|:|XB| =|AY|:|YE| =|FR|:|RE| =2:1.
8.1.13 Je déan pravidelny Sestiboky hranol ABCDEFA'B'C'D'E'F" . Sestrojte
priise¢nici rovin A'B'C" a MNP, kde body M, N, P leZi po fadé na hranach

AM|= %|AA’ BN|= %|BB' CP|= §|CC’

AA',BB',CC’,

b b

8.1.14 Je dan ctytstén ABCD, bod N je vnitinim bodem stény ABC, bod M
vnitinim bodem tsec¢ky DN. Sestrojte fez ¢tyfsténu rovinami p =<> BCM a o,

ktera prochazi bodem M a je rovnobé&zna s rovinou BCD. Urcete priiseCnici rovin

kombinatoricka
geometrie,

dakazova uloha —
rovnobéznost,

tez krychle (,,kouty*),

mozné obmény — body
roviny na tfech riznych
smérech hran,

fez hranolu,

skute¢na velikost fezu,
obsah fezu,

fez jehlanu,

prisecnice rovin,

komplexni tloha (fez,
prasecnice,
rovnob¢znost),
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p a o arozhodnéte o jeji poloze vzhledem k ptimce BC

8.1.15 Body K a L jsou po fad¢ stfedy hran AB a CG kvadru ABCDEFGH, body U
a V lezi na jeho hranach BF a CG, BU| : |UF| = |GV| : |VC’| =3:1. Urcete
spole¢ny bod rovin ADH, EKL a DUV

8.1.16 Je dana krychle ABCDEFGH. Sestrojte prusecik pfimky CQ s rovinou
BHP; body P a Q jsou po tadé stiedy hran AE a EH.

8.1.17 Je dan pravidelny ¢tyiboky jehlan ABCDV. Sestrojte prisecik ptimky PO

s rovinou BCV; bod P je sttedem hrany DV a bod Q je bodem poloptimky 4B,

5
|AQ|_Z|AB|.

8.1.18 Sestrojte pruseciky piimky PQ s povrchem krychle ABCDEFGH; bod P je

4
bodem polopiimky DC, DP| = §|CD

, bod O bodem polopiimky FE,

3
|FQ| _E|EF|.

8.1.19 Sestrojte priseciky ptimky MN s povrchem pravidelného ¢tyfbokého

3
jehlanu ABCDV; bod M je bodem polopiimky BA, |BM | = 5|AB ,bod N je

sttedem usecky SV, kde S je sttedem podstavy jehlanu.

8.1.20 Mistnost ma tvar kvadru ABCDEFGH, bod O je sttedem stény BCGF-.
Svitici bod probiha ise¢ku DF. Ur¢ete mnozinu vSech bodl hranice kvadru,
kterymi prosel stin usecky AO.

8.1.21 Urcete pticku mimobézek danym bodem

a) na krychli ABCDEFGH; mimobézky AH, BF a bod D,

b) na pravidelném ctytbokém jehlanu ABCDV; mimobézky AB, CV a bod M, ktery
je sttedem usecky SV, kde S je stfedem podstavy jehlanu

8.1.22 Urcete pficku mimobézek danym smérem

a) na krychli ABCDEFGH; mimobé&zky AH, BF a smér CH,

b) na pravidelném Sestibokém hranolu ABCDEFA'B'C'D'E'F" ; mimobézky BC,
A'F' asmér BE'.

tfi roviny,

pruseciky pfimky
S rovinou,

praseciky piimky
s t€lesem,

aplikac¢ni tloha,

pficky mimobézek
danym bodem a danym
smérem,

Vyuzivejte programy Cabri 3D, resp. Geogebra 3D (teprve se piipravuje). Lze pouzit

materialy na adrese http://www.geometry.cz/Sarka/index.html
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8.2 Metrické ulohy

8.2.1 Je dana krychle ABCDEFGH. Dokazte, ze ptimka CE je kolma k roviné
BDG.

8.2.2 Je dana krychle ABCDEFGH, bod M je sttedem hrany AB. UrCete patu
kolmice vedené bodem H k ptimce CM.

8.2.3 Body M, N, P, Q jsou po tad¢ stfedy hran 4D, FG, AE, CG krychle
ABCDEFGH, bod S je stied useCky BH.

a) Dokazte, ze ptimky MN a PQ prochazeji bodem S a jsou kolmé k piimce BH.
b) Sestrojte fez krychle rovinou, ktera prochazi bodem S a je kolma k ptimce BH.
8.2.4 Body M, N, P jsou po fadé sttedy hran AV, BV, FV pravidelného Sestibokého
jehlanu ABCDEFV, délka jeho podstavnych hran je a =4cm, vyska v="Tcm.
Sestrojte fez jehlanu rovinou, ktera je kolma k roviné podstavy a prochazi body a)
M, N, b) N, P. Vypoctéte obsah fezu.

8.2.5 Je dana krychle ABCDEFGH. Urcete odchylku piimek KL a MN, jestlize

K € EF,L € GH |EK|:|KF|=|GL|:|LH|=5:1,M € AB,|AM|:|MB|=3:1

a) bod N je stfedem hrany CG,

b) N € CG,|CN|:|NG|=3:1.

8.2.6 Podstavou kolmého trojbokého hranolu ABCA'B'C" je rovnoramenny
trojuhelnik ABC, AB| =3cm, AC’| = |BC’| =4cm, AA'| =4cm . UrCete pocetné

i konstrukéné odchylku ptimek 4'C a BC'.
8.2.7 Je dan pravidelny pétiboky hranol ABCDEA'B'C'D'E’ , jehoz bo¢ni stény
jsou &tverce. Urdete odchylku piimek BC' a DE'.

8.2.8 Je dan pravidelny Sestiboky jehlan ABCDEFV se stfedem podstavy S,
|AB | =a=3,5cm, V'S | =v = 6cm . Uréete odchylku pifimky CM (bod M je stied

hrany 4V) od roviny podstavy.
8.2.9 Podstavou kolmého ¢étyibokého hranolu ABCDA'B'C'D’ je kosodtverec

ABCD, AB| =aq,| BAD| =60, jeho vyika je v. Urdete odchylku piimky CA’
od roviny BCC" .

8.2.10 Odchylka télesové tthlopiicky kvadru od roviny jeho podstavy je 45°.
Urcete vztah mezi jeho délkou, sitkou a vyskou.

8.2.11 Je dan pravidelny ¢tytboky jehlan ABCDV, jehoz podstavné hrany maji
délku a =6cm ajehoz vyskaje v=3cm. Bod O je sttedem hrany BC. Ved'te
bodem O kolmici k roviné¢ ADV a uréete odchylku této kolmice od roviny
podstavy.

8.2.12 Je dana krychle ABCDEFGH. Urcete odchylku rovin ACG a BCH.

8.2.13 Je dan pravidelny Sestiboky jehlan ABCDEFV, délka jeho podstavnych hran

. . 3 :
je a, jeho vyska je v = E a . Uréete odchylku rovin ABV a EFV.

8.2.14 Je dan pravidelny trojboky hranol ABCA'B'C’, délka podstavné hrany je
a=4cm , jeho vyska je v =4cm . Vypoditejte odchylku rovin ABC' a BCA'.

8.2.15 Je dan pravidelny étyfboky hranol ABCDEFGH, |AB|=a =4cm,

|AE | =v=>5,5cm . Bod M je stted hrany EH. Vypocitejte vzdalenost bodu B od

ptimky CM.

8.2.16 Pravidelny ¢tyiboky jehlan ABCDV ma podstavnou hranu délky a, vyska
jehlanu je v=a . Bod K je sttedem hrany CV, bod L stfedem hrany BC. Ktery

z bodl B, L, C ma od piimky AK nejkratsi vzdalenost?

Kolmost,

kolmost, fez,

kolmost, fez, obsah,

odchylka mimobézek,

odchylka pfimky od
roviny,

kolmost, odchylka
pfimky od roviny,

odchylka rovin,

vzdalenost bodu od
primky,
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8.2.17 Je dan pravidelny ¢tytstén s hranou délky a. UrCete soucet vzdalenosti jeho
libovolného bodu od rovin vsech jeho stén.

8.2.18 Je dana krychle ABCDEFGH. Konstrukéné urcete vzdalenost bodu E od
roviny HKL; body K a L jsou libovolné body hran AE a EF.

8.2.19 Délka podstavné hrany pravidelného &tyibokého hranolu ABCDA'B'C'D'
je a, délka boc¢nich hran je c. Ur€ete vzdalenost bodu B od roviny ACK, kde bod
K je sttedem hrany A'B’.

8.2.20 V rovin¢ p je dan pravouhly trojuhelnik ABC s odvésnami délek a, b.
Vzdalenost bodu M (M ¢ p) od bodi 4, B, C je m. Uréete vzdalenost bodu M od
roviny p .

8.2.21 Je dan pravidelny $estiboky hranol ABCDEFA'B'C'D'E'F", jeho
podstavné i boéni hrany maji délku a. Uréete vzdalenost ptimek BE' a CD'.
8.2.22 Pravidelny trojboky hranol ABCA'B'C' ma podstavné hrany délky a = 4cm
a bo¢ni hrany délky b = 5cm . Konstrukéné uréete vzdalenost piimek 4ABa A'C.
8.2.23 Urcete vzdalenost mimobézek AB a CD, kde body 4, B, C a D jsou vrcholy
pravidelného Ctyfsténu.

8.2.24 V krychli ABCDEFGH s hranou délky a je bod M stfedem hrany AE a bod
N sttedem hrany CG. Urcete vzdalenost ptimky MN od roviny DEG.

8.2.25 Podstavami kosého Sestibokého hranolu ABCDEFA'B'C'D'E'F" jsou
pravidelné Sestithelniky, délka podstavnych hran je a, délka bo¢nich hran b. Bo¢ni

sténa BCC'B' je obdélnik a odchylka rovin BEE' a FCC' je ¢, € (600,90°> :
Urcete objem hranolu.

8.2.26 Kosy jehlan, jehoZ podstavou je pravidelny pétithelnik o stran¢ délky

a =4,5¢m , ma jednu bocni hranu kolmou k roviné podstavy; jeji délka je

b =8cm . Urgete povrch jehlanu.

8.2.27 Pravidelny trojboky hranol ma objem ¥ =125cm’, odchylka dvou
sténovych uhloptic¢ek vychazejicich ze stejného vrcholu je ¢ = 52° . Urgete délku
jeho podstavné hrany.

vzdalenost bodu od
roviny,

vzdalenost
rovnobéznych piimek,

vzdalenost
mimobéznych piimek,

vzdalenost piimky od
roviny s ni rovnob&zné,

objemy a povrchy téles,
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8.3 Shodna a podobna zobrazeni v prostoru

8.3.1 Rovinova soumérnost

a) definice a vlastnosti,

b) uréeni rovin soumérnosti nékterych téles.

8.3.2 Urcete mnozinu vsech bodt v prostoru, které¢ maji stejnou vzdalenost od

a) tff danych riznych bodu, které nelezi v téze piimce,

b) ¢tyt danych riznych bodu, které nelezi v téze roving.

8.3.3 Je dana krychle ABCDEFGH, bod P je sttedem hrany AB. V rovinové
soumérnosti podle roviny CGP zobrazte a) ¢tverec BCGF, b) trojuhelnik BGE.
8.3.4 Pravidelny ctytboky jehlan ABCDV zobrazte v rovinové soumérnosti podle
roviny VSM; bod S je sttedem podstavy jehlanu a bod M je bodem hrany 4B,
|AM|:|MB|=1:3.

8.3.5 Bod M je sttedem hrany CG krychle ABCDEFGH. Urcete nejkrat$i lomenou
caru EXM, jestlize bod X lezi v roviné ABC.

8.3.6 Stiedova soumérnost

a) definice a vlastnosti,

b) uréeni stfedi soumernosti nékterych téles.

8.3.7 Krychli ABCDEFGH zobrazte ve stfedové soumérnosti podle

a) bodu H,

b) stiedu M usecky BC,

¢) sttedu O stény ABCD.

8.3.8 Urcete obraz pravidelného ctyfbokého jehlanu ABCDV ve stfedové
soumérnosti podle bodu O; bod O je sttedem usecky SV, kde S je sttedem
podstavy.

Urcete prinik jehlanu a jeho obrazu.

8.3.9 Osova soumérnost

a) definice a vlastnosti,

b) uréeni os soumernosti nékterych téles.

8.3.10 Pravidelny Ctyistén ABCD zobrazte v osové soumeérnosti s osou v piimce
a) AB,

b) CT, kde bod T je t€zistém trojuhelniku ABC.

8.3.11 Otoceni kolem ptimky — definice, vlastnosti

8.3.12 Urcete obraz kvadru ABCDEFGH v otoc¢eni podle osy AE, které otoCi bod B
do bodu poloptimky AD.

8.3.13 Sestrojte obraz pravidelného ¢tyfbokého jehlanu ABCDV v otoceni kolem

pfimky SV, bod S je sttedem podstavy, je-1i uhel otoceni ¢ = % . UrCete prinik

jehlanu a jeho obrazu.

8.3.14 Posunuti — definice, vlastnosti

8.3.15 Bod M je vnitinim bodem hrany 4B a bod N vnitinim bodem hrany CD
Ctytsténu ABCD. Sestrojte fez Ctyfsténu rovinou, ktera je obrazem roviny ABC
v posunuti ur¢eném orientovanou useckou MN.

8.3.16 Body K, L, M jsou body hran krychle; bod K je bodem hrany 4B,

|4K|=1|4B
3

, body L a M jsou po fad¢ sttedy hran EH a GH. Sestrojte tsecku

XY, pro kterou plati: XY LM , XY =LM , X e<> EK, Y e BCG.
8.3.17 Stejnolehlost — definice, vlastnosti

Styfsténu 7' . Urete stejnolehlost, kterd zobrazuje Gtyfstén T na Styistén 7.
8.3.19 Skladani zobrazeni; rovinova soumérnost jako zékladni shodné zobrazeni;
stejnolehlost jako zakladni podobné zobrazeni.

8.3.20 Je dana krychle ABCDEFGH a body K, L, M, které jsou po fad¢ stiedy hran

rovinova soumernost,

sttedova soumeérnost,

0sova soumernost,

otocent,

posunuti,

stejnolehlost,

skladani zobrazeni,
Platonova télesa a
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AB, EF, GH; bod O je stfedem stény ABFE. Sestrojte obrazy bodt 4, K, E a O

v zobrazeni slozeném z rovinovych soumérnosti podle rovin BEH a KLM v tomto
otadi.

I2;.3.21 Je déna krychle ABCDEFGH a bod P tak, Ze bod H je stfedem usecky DP.

Rozlozte na rovinové soumérnosti zobrazeni Z, ve kterém je

a)A—>EB—>F,C—>GH-—>P,

by A>C,B—>D,D—>BFE—G,

)A—>F,B—>G,C—>H,G—>P.

Archimédova télesa,

Platon (fecky filosof,
pedagog a matematik,
427 pt. n. 1. — 347 pt.
n. L)

Archimédés ze
Syrakus (fecky
matematik, fyzik,
filozof, vynalezce a
astronom, 287 pf. n. L.
—212pt.n. L)
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9. Kombinatorika, pravdépodobnost

9.1 Skupiny s opakovanim

9.1.1 Urcete pocet vSech Ctyfcifernych Cisel délitelnych ctyimi, v nichZ se
vyskytuji pouze cifry 1, 2, 3, 4, 5.
9.1.2 Urcete, kolika zpiisoby lze k riznych prvkil rozmistit do » ptihradek.
9.1.3 Jméno a piijmeni kazdého obyvatele méstecka s 1500 obyvateli mize
zacinat jednim ze 32 pismen. Dokazte, Ze aspon dva obyvatelé tohoto
meéstecka maji stejné inicidly.
9.1.4 Urcete, kolika zpiisoby je moZno premistit pismena slova BATERKA
tak, aby se souhlasky a samohlasky stidaly.
9.1.5 Klenotnik vybira do prstenu tfi drahokamy, k dispozici ma tfi rubiny,
dva smaragdy a pét safird. Kolika zptisoby mtize tento vybér provést,
povazujeme-li kameny té¢hoz druhu za stejné?
9.1.6 Kombinace s opakovanim
9.1.7 Urcete pocet kvadri, jejichZ velikosti hran jsou pfirozena ¢isla nejvyse
rovna deseti. Kolik je v tomto poctu krychli?
9.1.8 V novinovém stanku je ke koupi deset druhil pohledd, pticemz kazdy
druh je k dispozici v padesati exemplatich. Urcete, kolika zpisoby Ize
zakoupit

a) 15 pohleda,

b) 51 pohledd,

¢) 8 rlaznych pohledt.
9.1.9 Ze vsech bilych Sachovych figurek bez krale a damy (tj. z osmi péscil,
dvou vézi, dvou jezdct a dvou stielctl) vybereme a) trojici, b) dvojici. Jaky
je pocet moznosti pro jejich sloZzeni?
9.1.10 V sadé 32 karet je kazda z nasledujicich karet ¢tyfikrat: sedmicka,
osmicka, devitka, desitka, spodek, svrsek, kral, eso; karty téZe hodnoty jsou
ptitom rozliSeny témito ,,barvami‘: ¢ervend, zelend, zaludy, kule. Urcete,
kolika zpiisoby je mozno vybrat ¢tyfi karty, jestlize se

a) rozliSuji pouze ,,barvy* jednotlivych karet,

b) rozliSuji pouze hodnoty jednotlivych karet.
9.1.11 Urcete pocet vSech Apolloniovych a Pappovych tloh.
9.1.12 Kolik riiznych neuspotadanych trojic mohou dat pocty ok na
jednotlivych kostkach pfi vrhu tfemi kostkami?
9.1.13 V samoobsluze maji ¢tyti druhy kdvy, kazdy po padesati gramech.
Urcete, kolika zplsoby lze koupit 250 grami kavy, jestlize

a) balickt kazdého druhu maji dostatecny pocet,

b) od dvou druhti maji deset balickl a od zbyvajicich dvou pouze po

Ctyfech baliCcich.

variace s opakovanim,

permutace
s opakovanim,

kombinace
s opakovanim,
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9.2 Kombinatorické ulohy

9.2.1 Urcete, kolika zptisoby mtize m chlapcti a n divek nastoupit do zastupu
tak, aby

a) nejdrive staly vSechny divky a pak vSichni chlapci,

b) mezi z&dnymi dvéma chlapci nebyla zadna divka ani mezi Zddnymi

dvéma divkami nebyl zadny chlapec,

¢) mezi zZddnymi dvéma chlapci nebyla Zadna divka.
9.2.2 Urcete, kolika zplisoby se kolem kulatého stolu miize posadit pét muzi
a pét Zen tak, aby zadné dv¢ Zeny nesed¢ly vedle sebe.
9.2.3 Je dan ctverec ABCD a na kazdé jeho strané n (n > 3) vnitinich bodi.
Urcete pocet vSech trojuihelnik s vrcholy v téchto bodech.
9.2.4 Na cerna policka Sachovnice 8 x 8 mame rozmistit 12 bilych a 12
cernych péscu. Urcete, kolika zpisoby to 1ze provést.
9.2.5 Urcete pocet prasecikl vSech uhlopti¢ek konvexniho n-tthelniku,
nemaji-li zddné tfi spolecny vnitini bod.
9.2.6 Strany konvexniho osmithelniku, z nichz Zadné dvé nemaji stejnou
délku, mame obarvit tak, aby dvé byly cervené, dvé modré, dve zelené a dvé
zluté. Urcete pocet zplisobul, jimiZ to 1ze provést.
9.2.7 V rovinég jsou dany body 4, B a n ptimek tak, Ze p jich prochazi bodem
A, q jich prochédzi bodem B a n - (p + ¢) jich neprochéazi zddnym z téchto
bodu. Déle plati, ze Zadna z danych »n pfimek neprochazi obéma body 4, B,
zadné dve nejsou rovnobézné a zadny bod roviny s vyjimkou bodti 4, B neni
spolecnym bodem tii z téchto pfimek. Ur€ete pocet prisecikli danych n
ptimek, je-li p>2, ¢g>2.
9.2.8 Urcete pocet vSech trojuhelnikil, z nichZ Zadné dva nejsou shodné a
jejichz kazda strana ma velikost vyjadienou jednim z Cisel 4, 5, 6, 7.
9.2.9 Knihovna ma pét regalii, do kazdého se vejde 20 knih. Urcete, kolika
zpusoby lze do knihovny umistit 20 knih.
9.2.10 Urcete, kolika zptsoby 1ze z korunovych a dvoukorunovych minci
zaplatit ¢astku a) 12 K¢, b) 4 K¢, jsou-li oba druhy minci k dispozici
v dostate¢ném mnozstvi.
9.2.11 Urcete, kolika zptisoby si mohou tfi osoby rozdélit osm stejnych
jablek.
9.2.12 Urcete, kolika zplisoby si mohou tii osoby rozd¢lit ¢tyii stejna jablka
a Sest stejnych hrusek.
9.2.13 Urcete, kolika zplisoby lze na ¢erné policka Sachovnice 8x8
rozmistit 12 bilych (nerozliSitelnych) a 12 cernych (nerozlisitelnych) kostek
tak, aby toto rozmisténi bylo symetrické podle stiedu Sachovnice.

permutace,

kombinace,

kombinace

s opakovanim,

permutace
s opakovanim,
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9.3 Podminéna pravdépodobnost, celkova pravdépodobnost

9.3.1 Hodime dvéma kostkami. Jev A znaci ,,soucet ok je sudé cislo®, jev B
»soucet ok je Cislo délitelné tfemi*. Vypocitejte P(A/B), P(B/A).

9.3.2 V osudi je b bilych a ¢ Cervenych kouli. Tahneme postupné 2 koule,
bez vraceni do osudi. Necht’ B; znaci ,,v prvnim tahu byla taZena bila koule®,
B, znacdi ,,v druhém tahu byla tazena bila koule®. Vypocitejte P(B;) i P(B,).
9.3.3 Podle minéni znalct zvitézi v dostihu kin a s pravdépodobnosti 0,5,
ktn b s pravdépodobnosti 0,3. Klini @ vSak ztratil na startu mnoho délek,
takZe je jisté, ze nezvitézi. Jaka je nyni pravdépodobnost, Ze zvitézi kin b?
9.3.4 Podle minéni znalct zvitézi v zdvod¢€ zavodnik a s pravdépodobnosti
0,4, zdvodnik b s pravdépodobnosti 0,3, zdvodnik ¢ s pravdépodobnosti 0,2.
Jestlize se zavodnik a pfi startu zranil a ze zavodu odstoupil, jaké jsou nyni
pravdépodobnosti vitézstvi zdvodnikl b a c?

9.3.5 V zavode se 40 % produkce urc¢itého vyrobku vyrabi na jedné lince a
60 % produkce na druhé. Pravdépodobnost vadného vyrobku je 0,004 na
prvni a 0,008 na druhé lince. Jaka je pravdépodobnost, Ze vyrobek je vadny?
9.3.6 Dilna vyrabi v priméru 95 % bezvadnych vyrobki. 30 % produkce
dilny v8ak pochazi od pracovnika b, ktery odevzdava jen 90 % bezvadnych
vyrobk. Je-1i vyrobek z této dilny vadny, s jakou pravdépodobnosti jej
vyrobil pracovnik 5?

9.3.7 55 % néjaké populace tvoii Zeny, 45 % muzi. Je znamo, Ze urcitou
chorobou trpi 1 % zen a 5 % muzi. Jaka je pravdépodobnost, ze ndhodné
vybrand osoba z populace trpi touto chorobou?

9.3.8 V n¢jaké populaci je 5 % diabetiki, 2 % populace jsou diabetici kutaci.
Jakd je pravdépodobnost, Ze ndhodné zvoleny diabetik je kurak?
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10. Komplexni ¢isla

10.1 Komplexni Cisla jako body Gaussovy roviny

10.1.1 V Gaussove¢ rovin€ zobrazte mnozinu vSech komplexnich ¢isel z, pro
néz plati zaroven:

a) |Z|21, z—i|22, Z—1|21
b) 422, |z+1-i<v2, |z-1-{<+2
0 [Ztl]<2
4
d) z—Z >|z41
o>l
e) |z—1—i|:1, z—i|:|z—1|

10.1.2 V Gaussove rovin€ zndzornéte obrazy bodu, pro které plati:
a) |z+3-i|=2

b) |z-1=|z+i]
) |z+3—il=|z—-1+2]
Dokazte.

analyticka geometrie,
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10.2 Rovnice v oboru komplexnich Cisel

10.2.1 Urcete vSechna z € C, ktera vyhovuji soustavé rovnic:
z—4 z-12| é
z—8 z—8i

3
10.2.2 Urcete vSechna ryze imaginarni Cisla z, pro néz plati:
a) |z -1- i| =z
b) |z+1|=|z-2i
10.2.3 V mnoZiné C feste rovnice:
a) x —1+i=0
b) x’+1-i=0
c) x'—1-iy3=0
d) x’+1-iv3=0
) (x*+1f +2(x*+1)-8=0

n (-1 +(+1f =0
g) (x + 1)4 =81x*
h) 16x* =(x-1)"
i) x’+3x*+3x=7
) xt—4x’ +6x° —4x =80
10.2.4 V mnozZin¢ C fesSte rovnice:
a) ix’+2x-5=0
b) x*+2ix*+8=0
c) x*'-2x"+3x*-2x+2=0, x =i
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11. Analyticka geometrie

11.1 Vektory: linedrni kombinace vektorii, vektorovy a smisSeny soucin

11.1.1 Zjistéte, je-1i vektor u linedrni kombinaci vektort a, b:
a) u=3;-1;1),a=(3;1;0),b=(2;2;-1)
b) u=(5;2;5),a=(2;2;3),b=(-1;2; 1)
11.1.2 Zjistéte, zda body A ll I;-3;— 2\/§J, B l— 7;-3;— 2\/§J,
C l— 7;,-3;— 3\/§J, D [6; -3; 3\/§J jsou vrcholy lichobé&zniku.
11.1.3 Vypocitejte vektorovy soucin vektoru a, b:
a) a=(3;1;2),b=(-1;1;0)
b) a=(2;1;1),b=(3;3;2)
¢) a=(1;0;3),b=(-1;0;-2)
11.1.4 Vypocitejte obsah trojuhelniku ABC, jsou-li dany jeho vrcholy
A;3;1], B[4 1;3], C[1;4;-1].
11.1.5 Vypocitejte obsah trojuhelniku v roviné, jsou-li jeho vrcholy dany
soufadnicemi 4 [-1; 1], B[2;0],C[1;3].
11.1.6 Vypocitejte obsah rovnobézniku ABCD v roving, jsou-li dany body
A[2;1], B[1;3], C[-2;-1].
11.1.7 Vypocitejte objem Ctyisténu ABCD, jsou-li dany jeho vrcholy
Al 2;-1], B3 -1;1],C [1;1;3], D [-1;2; 0].
11.1.8 Jsou dany body 4[1;3;-2], B[3;-2;5], C[0;1,7], D[8;0;3].
a) Vypocitejte obsahy vSech stén Ctytsténu ABCD.
b) Vypocitejte objem Ctytsténu ABCD.
¢) Vypocitejte vektory, které jsou uréeny vSemi vyskami Ctyfsténu
ABCD.

linearni kombinace
vektoru,

vektorovy soucin,

smiSeny soucin,
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11.2 VySetiovani mnoZin bodit metodou souradnic

1. .
11.2.1 UkaZte, Ze graf funkce y = — je totoZzny s mnozinou vsech bodd,
X

jejichz absolutni hodnota rozdilu vzdalenosti od bodi £ [— V2, -2 J a

F[\/E; \/EJ se rovna 2\/5.

11.2.2 Rovnici x> — y* =1 je dana hyperbola. Ukazte, Ze absolutni hodnota
rozdilu vzdalenosti kazdého bodu této hyperboly od bodii £ [\/5 ; OJ ,
F[— x/E; OJ se rovna 2.
11.2.3 V roviné je dén bod F a ptimka ¢, vzdalenost bodu F' od pfimky ¢ je
4. Vhodnou volbou soustavy soufadnic zjistéte, co je mnozinou vSech bodu
X roviny, pro které je |XF | = @ .

V2
11.2.4 Urcete rovnici mnozinu vSech bodu, které maji od pocatku soustavy
soufadnic tfikrat vétsi vzdalenost nez od pfimky p:x =-4.
11.2.5 Urcete rovnici mnoZzinu vSech boda, které maji od piimky s rovnici
x =3 dvakrét vétsi vzdalenost nez od bodu M][0; 3].
11.2.6 V roving jsou dany body A[l; 2], B[2; —1], C[0;2]. Co vyplni
AX|" +[Bx|" +|cx|’ =112
11.2.7 Co je mnoZzinou vSech bodl X roviny pro které plati |XF | + |Xq| =6,
F[4,0], g:x=0?

vSechny body X roviny, pro které plati

mnoZziny bodi dané
vlastnosti,

Ved'te Zaky k ¢rtani obrazk.
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11.3 KuZeloseCky (tecna kuZelosecky)

11.3.1 Urcete d tak, aby ptimka p:y =2x+d byla te¢nou kruznice
s rovnici x> + y* —2x+6y = 0. Uréete bod dotyku.
11.3.2 Bodem M [2; l] ved'te te¢ny ke kruZnici s rovnici
(x=5)" +(y—-10)* =9.
11.3.3 Urcete body dotyku te¢en vedenych bodem 0[0; 0] ke kruznici
srovnici x> + y> +10x+10y+49=0.
11.3.4 NapisSte rovnici kruZnice, ktera
a) ma stied v bodé S[S; 4] a dotyka se ptimky p:5x—-12y-29=0
b) prochéazi bodem M [2; 4] a dotyka se obou souradnicovych os.
11.3.5 Jakou podminku musi spliovat stted S[n; n] kruznice s polomérem r

= 3, aby se kruZnice dotykala ptimek, které maji rovnice y =2xa y = %x ?

11.3.6 Pro kterd p € R je rovnici x* + y° —2x+8y + p = 0 dana kruznice?
Urcete p tak, aby se tato kruZnice:
a) dotykala osy x,
b) dotykala osyy.
11.3.7 Urcete c tak, aby ptimka, kterd ma rovnici y = x +c, byla te¢nou
2

elipsy x?+y2 =1.

11.3.8 Urcete ¢ tak, aby ptimka y = 2x + ¢ byla tecnou elipsy s rovnici
4x* +9y° =36.

11.3.9 Bodem [-6; —2] ved'te te¢ny k elipse s rovnici 4x> +9y? =36.
11.3.10 Piedpokladejme, Ze ptimka y = 2x + ¢ protina elipsu

4x* +9y° =36 ve dvou riiznych bodech, Ze je tedy jeji se¢nou. Ukazte, Ze
stied této dvojice pruseciki lezi na pfimce 2x+9y =0.

11.3.11 Dokazte, Ze pro kazdé ¢ € (—E; Ej lezi bod M[ a ;btg t} na
22 cost?
x2 2
hyperbole, kterd ma rovnici —-— Z—z =1. Dostaneme tak vSechny body této
a

hyperboly?

11.3.12 Urgete spole¢né body rovnoosé hyperboly s rovnici x* — y* =25 a
piimky, kterd ma rovnici y = kx + 5. Proved'te diskusi vzhledem ke smérnici
k.

11.3.13 Urgete spoleéné body rovnoosé hyperboly x> — y* = 25 a pfimky
y= X2 + g . Proved’te diskusi vzhledem k parametru gq.

11.3.14 Najdéte teny hyperboly s rovnici 2x*> — y* = 2 rovnob&zné

s ptimkou p:y=2x.

11.3.15 Najdéte te¢nu paraboly, ktera mé rovnici y°> —4y —6x+22=0,
rovnobéznou s ptimkou p:y=x.

11.3.16 Urgete p tak, aby se parabola, kterd ma rovnici y° = 2px, dotykala

kruznice, teCna
kruznice,

elipsa,
piimka a elipsa,

hyperbola,
pfimka a hyperbola,

parabola,
ptimka a parabola,
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primky q:y=§+5.

11.3.17 Parabola je dana rovnici x* —2x— y+4 = 0. Které jeji te¢ny
prochdzeji pocatkem soustavy soutradnic?
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11.4 Koule, kulova plocha

11.4.1 Napiste rovnici kulové plochy se stfedem § [1; -2 3] a polomérem
r=A+14.V kterych bodech protinaji tuto kulovou plochu osy soustavy
soufadnic?

11.4.2 Napiste rovnici kulové plochy se sttedem § [O; I; - 2] , kterd prochézi
bodem A[l; 4; O]. Urcete pruseciky této kulové plochy s pfimkami, které jsou
rovnobézné s osami soustavy soutradnic a prochdzeji bodem A.

11.4.3 Napiste rovnici kulové plochy se sttedem S [1; 0; — 2], ktera prochazi
bodem A[S; -3; 10]. Napiste rovnici te¢né roviny, ktera se této kulové

plochy dotyka v bodé 4.

11.4.4 Prinikem kulové plochy z pfedchdzejici ulohy a rovin rovnobéznych
s rovinami xy, yz, xz soustavy soufadnic a prochazejicich bodem A4 jsou
kruznice. Urcete poloméry téchto kruznic.

11.4.5 Prinikem kulové plochy x* + y* +z* = 25 aroviny

2x—y+z+10 =0 je kruznice. Dokazte a urCete jeji stied.

11.4.6 Urcete, pro které hodnoty d je prunikem kulové plochy

x> +y’ +z° —2x+4z-164 =0 aroviny dané rovnici 4x—3y+12z+d =0
kruznice.

11.4.7 Najdéte priseciky piimky 4B, 4[0;1;0], B[2; 0;1], a kulové plochy
dané rovnici x> +y° +z° —2x+4y—1=0.

11.4.8 Najdéte spolecné body primky 4B, A[-4;3;3], B[-6;5; 4], a kulové
plochy dané rovnici x* +y* +z° =2x+4y—z+3=0.

koule, kulova plocha a
jejich Casti,

rovina a kulova
plocha,

pfimka a kulova
plocha
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