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RULETKY

Aplikace by méla slouzit k demonstraci nékterych stochastickych jeva a problémt, méla by

vést zaky k samostatnému experimentovani, formulaci hypotéz a jejich experimentalnimu

ovérovani.

Uzivatelé maji k dispozici dvé na sobé nezavislé, libovoln¢ obarvitelné otacivé ruletky.
Ruletky je nejprve mozno rozdélit na 2, 3, 4, 6 a 8 stejn¢ velkych dilkt. Tyto dilky je poté
mozno libovolné obarvovat. Po obarveni lze dale nastavit silu, jakou ma byt ruletka

roztoCena. Samotné roztocCeni ruletek se provadi pomoci zelené¢ho ,tlacitka® pod kazdou

Z nich.

Nejjednoduseji formulovany problém je urcit s jakou pravdépodobnosti padne napt. zluta

barva na kazdé ze znazornénych ruletek.
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Dalsi problém je uréen tém zakim ¢i studentim, ktefi maji zakladni znalosti z poctu

pravdépodobnosti. Méjme dvé ruletky obarvené nésledujicim zptisobem. Ruletky pouzijeme

ve hte, jejiz pravidla jsou popsana takto.

€ Macromedia Flash Player B
Fle Yiew Control Help
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Dva hraci hraji dvéma ruletkami, kazdy pouze jednou z nich. Rozto¢enim ruletky vybereme

jeden z rizné obarvenych sektorti. Kazda barva je ohodnocena urcitou hodnotou (viz obr.).
Ten kdo vylosuje barvu, ktera je ohodnocena vyssi hodnotou, vyhravd. Mame — li mozZnost

vybrat z téchto dvou ruletek, znamena tato moznost volby pro nas vyhodu? Kterou ruletku je

dobré zvolit a pro¢? Oveite svou volbu experimentalné.
Reseni:
Oznac¢me:

jev. A = {levou ruletkou bude vylosovano vétsi
jev B =

¢islo nez pravou ruletkou},

{pravou ruletkou bude vylosovano vétsi ¢islo nez levou ruletkou}.

Hra¢ losujici pomoci levé ruletky vyhrava, pokud nastane jev A, hra¢ losujici pomoci pravé

ruletky vyhrava, pokud nastane jev B.
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Dale oznaéme symbolem X hodnotu (¢islo) vylosovanou pomoci levé ruletky
a symbolem y hodnotu vylosovanou pravou ruletkou. Vysledkem losovani pak bude dvojice

(X,y), kterou zapiseme ve tvaru (10x +y).

Méme tedy zadan pravdépodobnostni prostor (€2, p),

kde Q = {12, 14, 32, 34, 52, 54}, A = {32,52,54}, B= {12,14,34} a dale
p(12) =5/8-5/8 = 25/64,

p(14) = 5/8-3/8 = 15/64,

p(32) = 1/8-5/8 = 5/64,

p(34) = 1/8-3/8 = 3/64,

p(52) = 2/8-5/8 = 10/64,

p(54) = 2/8-3/8 = 6/64.

Z definice pravdépodobnosti jevu plyne:

P(A) = p(32) + p(52) + p(54) = 1/8-5/8 + 2/8-5/8 + 2/8-3/8 = 5/64 + 10/64 + 6/64 = 21/64.
P(B) = p(12) + p(14) + p(34) = 5/8-5/8 + 5/8-3/8 + 1/8-3/8 = 25/64 + 15/64 + 3/64 =

= 25/64 + 15/64 + 3/64 = 43/64.

Protoze plati P(A) < P(B), jsou Sance hrace hrajiciho s pravou ruletkou vyssi nez druhého
hracée. Pravou ruletku tak mizeme povazovat za ,,lepsi“. Pokud tedy ma hra¢ moznost vybéru,

jedna se pro néj o vyhodu.
LITERATURA:

PLOCKI, A., TLUSTY, P. Pravdépodobnost a statistika pro zacdtecniky a mirné pokrocilé.
Praha : Prometheus, 2007. ISBN 978 — 80 -7196 — 330 - 1.
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PLINKO!

Jedna se o elektronickou podobu televizni soutéze VvV USA znamé pod nazvem

,» Lhe Price is right“. Hru je mozno voln¢ vyhledat na webu.

Pravidla vybéru hracd a dalsi pravidla této televizni soutéze nejsou podstatna,
budeme se dale zabyvat hernim zafizenim, samotnym hernim procesem a vyuzitim této herni

simulace ve vzdé€lavani nadanych zaku v hodinach matematiky

Zakladni myslenka konstrukce tohoto herniho zatizeni vychazi z Galtonovy desky. Galtonova
deska je losovaci nastroj, ktery se sklad4 ze sedmi fad symetricky rozmisténych kolikd a osmi
sektori, do nichz kulicka po prichodu deskou padd. Pad kulicky po Galtonoveé desce
ptredstavuje nahodny pokus skladajici se ze sedmi etap. V obecném piipadé ma Galtonova

deska m ftad kolicki a (m+1) sektort o¢islovanych 0, 1,..., m. (Ptocki, Tlusty, 2007)

ol 181818/2l6

zdroj: http://mathworld.wolfram.com/GaltonBoard.html
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Na Galtonové desce jsou rozmistény koliky v trojuhelnikovém tvaru, kdeZto na hernim
zafizeni pro hru Plinko! jsou koliky rozmistény v obdélnikovém tvaru. Déle se lisi poctem

urovni a poctem ohodnocenych sektorti v dolni ¢asti zatizeni.

=10i x|

+ + + + + + + -

2R
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Kulicka je v horni ¢asti vhozena na desku (herni zatizeni) bud’ pfimo na jeden z kolikd nebo
Iépe pifimo do prostoru vymezeném dvéma sousednimi koliky. Nazvéme tento prostor
vhazovacim sektorem. Vzdy, kdyz kulicka spadne na kolik, odrazi se vpravo (nazvéme tento
stav "uspéchem™) s pravdépodobnosti p nebo vlevo ("neuspéch") s pravdépodobnosti 1-p.
Vzhledem k tomu, Ze koliky i jejich rozmisténi je pfesné a symetrické, je pravdépodobnost
nastoupeni kazdého z jevu stejna, tedy p=1/2. Poté co kulicka projde hernim zatizenim,

dopadne do pfislusného ohodnoceného sektoru. Ohodnoceni daného sektoru pak vyjadiuje

velikost vyhry.
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Predlozime-li tuto hru (simulaci) zakim, otevira se zde prostor pro jejich
experimentovani, objevovani, formulovani vlastnich hypotéz, jejich néslednd verifikace
(at’ jiz pomoci sérii experimenti ¢i vhodného matematického nastroje) a také k rozvoji
argumentace. Zakladnim problémem muze byt nalezeni vhodné strategie k maximalizaci
vyhry v daném poétu pokusti. Zaci intuitivné a aktivné hledaji takovy vhazovaci sektor, ktery

jim zarucuje nejvyssi vyhru.

Pomuzeme zakim zformulovat problém takto: pokusme se objevit, zda existuje wurcitd

strategie pro tuto hru, ktera maximalizuje vyhru.

Poté co zéaci vytvofi a obhdji ¢i neobhdji svoji strategii, je vhodné jim pfedstavit jednu
z moznych cest vytvoteni vhodné strategie a jeji nasledné ovéfeni pomoci matematickych
nastrojii. Zaky rozdélime podle poétu vhazovacich sektorti na 9 resp. 5 skupin (herni zatizeni
je symetrické, coz vSak zakliim nemusi byt hned ziejmé a jist¢ k tomuto zjisténi casem dospéji,
proto mohou pracovat i v deviti skupinach). Skupiny dostanou za kol vhazovat kulicku stale
do stejného, pfedem urc¢eného vhazovaciho sektoru a zaznamenévat kolikrat kulicka doputuje
do kazdého z ohodnocenych sektorli (zaznamenavaji Cetnosti ndhodného jevu) a vyhru
v kazdém pokusu. Vysledky svych pokust pak piehledné zaznaci do excelovské tabulky,
graficky zndzorni a spocitaji primérnou vyhru v jednom pokusu pii vhozeni kulicky

do ptidéleného vhazovaciho sektoru. Vysledek by vypadal ndsledovné:
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vhazovaci sektor 1
40
— 30+
?
€20
8 10
0 - T == T T T T
1 2 3 4 5 6 7 8 9
Cislo vyherniho sektoru
hodnota 100 500 1000 0 10000 | O 1000 500 100 (celkem
Cetnost 36 36 17 10 1 0 0 0 0 100
\Vyhra v sektoru 3600 18000 | 17000 0 10000 0 0 0 0 48600
celkova vyhra 48600
pramérna
vyhra/pokus 486
vhazovaci sektor 5
@
o
f=
@
0
1 2 3 4 5 6 7 8 9
Cislo vyherniho sektoru
hodnota 100 500 | 1000 0 10000 0 1000 | 500 100 |celkem
Cetnost 1 6 8 17 31 20 13 4 0 100
vyhra v sektoru 100 | 3000 | 8000 0 [310000f O 13000 | 2000 0 336100
celkova vyhra 336100
priumérna vyhra/pokus 3361
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Naslednym porovnanim vystupii jednotlivych skupin zaci dochdzeji k zaveru, Ze nejvyssi
cetnosti jsou ve vyhernich sektorech, které jsou ptimo pod zkoumanym vhazovacim sektorem
a k nému pfilehlych. Vyvstava otazka, zda vhazovanim do patého sektoru budou nase vyhry
nejvyssi. Porovnanim primérnych vyher v jednom pokusu je mozno zvolit paty sektor jako

nejvyhodnéjsi.

Toto zjednoduseni si muzeme dovolit, za predpokladu, ze zéaci pifi svém experimentu
provadéli dostatecny pocet pokust. Ze zdkona velkych ¢isel plyne, Ze pokud roste pocet
pokust, pak relativni ¢etnost jevu A v posloupnosti nezavislych pokust pravdépodobnostné
konverguje k pravdépodobnosti p. Pii velkém poctu pokust tedy mizeme odhadovat

pravdépodobnost nastoupeni jevu jeho relativni Cetnosti.

S nadanymi ziky, ktefi pronikli hloubgji do dané problematiky, je vhodné fteSit dalsi,
navazujici problémy. Mohou se naptiklad zabyvat otdzkou, zda se plivodni strategie zméni
v piipadé, ze bychom méli k dispozici toto herni zafizeni s jinak ohodnocenymi vyhernimi
sektory (misto nejvysSi puvodni vyhry v jednom pokusu by bylo mozno vyhrat pouze
polovinu této ¢astky tj. 5000 bodl). Nebo pokud vyherni sektory ptivodné ohodnoceny 0 body
ohodnotime 2000 nebo 5000 body, bude pak vyhodné zménit ptivodni strategii? Do kterého

vhazovaciho sektoru je v tomto pfipad¢ vhodné kuli¢ku vhodit?

Tyto a dal$i problémy, formulované castecné také diky moZnosti experimentovani s touto
simulaci, maji potencial rozvijet a kultivovat matematické mysleni a také oteviraji zakim

dvefe k feSeni stochastickych problémd, mnohymi tak neoblibenych.
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LUCASOVA HRA

Jedna se o hru pro jednoho hrade, kterou je moZno na internetu nalézt pod nazvem Zaby nebo

Jump Across Game (resp. Lucasova hra). Autorem je Eduard Lucas.

B and Setti inistratorPlocha\HRY\Lucas.swf BEXA
=

Soubor  Upravy Zobradt Oblbené Méstroje  Mapovéda
3

Do - @ (%] [B] @ Ot Jlpobivens @vress € - 2 )

5] C:\Documents and Settingsiadministrator|PlochalHR YiL ucas.swf [v] B Prese
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Problém  spociva v pfemisténi  figur  z puvodni  konfigurace  (viz  obr.)
do konfigurace vysledné, kdy se figury zlevé strany pfesunou na stranu pravou
a naopak. Pfemisténi je mozné bud’ na sousedni volné pole nebo na nejblizsi volné pole (je
povoleno pieneseni ptes jednu figuru). Figurami Ize pohybovat pouze jednim smeérem.
Jakmile se hra¢ dostane do postaveni, z n¢jz je patrné, Ze neméa moznost dalSiho pohybu nebo

ze dalsi pohyb k vyfeSeni nevede, musi byt hra restartovana a feSena od pocatku.
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V literatufe (Vejmola, 1986) je mozné se setkat i s jinak definovanymi pravidly — pohyb
figury lze provadét obéma sméry. Takto zadana uloha pak mize byt naptiklad obménéna
o pozadavek, aby se pii tazeni figury stfidaly podle barvy. Pouzita verze hry vSak povoluje

pouze tahy zminéné vyse.

Dilezitym faktorem pro vybér této hry je moznost vypracovani grafického feseni problému.
To 1ze znézornit pomoci orientovaného stromového grafu viz nasledujici obrazek (uvedena
pouze ukazka prvnich tii tahil), kde v jednotlivych urovnich zanaSime konkrétni postaveni
figur po provedeni tahu. Jednotlivé vétve pak pfedstavuji hrany (orientované) grafu, jejichz
ohodnocenim c¢islem 1 a naslednym uréenim jejich poctu mezi pocatecni a koncovou
konfiguraci ur¢ime minimalni ¢i maximalni pocet potiebnych taht k vyfeSeni tlohy. Z grafu
1ze také urcovat pocet feseni ulohy. V popisovaném piipadé je mozné nalézt pouze jedno resp.

dvé symetrickd feSeni v zavislosti na barvé prvné tazené figury.

OO®7 .
NEAAN AJA A

Cely graf zachycuje vSechna moZnd postaveni figur, jez je mozno kodovat

a sledovat pribéh feseni daného zaka od poc¢atku az do konce.

Po zdarném vyieSeni tlohy je dobré diskutovat o poctu feSeni a po€tu nutnych krokd. Zak pfi
experimentovani a feSeni tlohy prochazi riiznymi postavenimi figur. Vytvaii si hypotézu, Ze

uloha ma pouze jedno feSeni a tudiZ i patfi€ny pocet krokl. Verifikovat tuto hypotézu vsak jiz

aizs D
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Jednou z aplikovatelnych metod nalezeni vSech moznych cest (i té nejkratsi) je vyuziti jiz
vyse zminéného grafického feSeni. Pro zjednoduSeni a nésledné pichlednéjsi vysvétleni
a lepsi pochopeni metody je vhodné fesit ulohu znovu - graficky, tentokrat vSak pouze pro

dva pary figur.

Zakam je mozno piedkladat daldi verze hry, kdy jsou povoleny i tahy zpét a dale je
pozadovano, aby se figury pfi tazich stfidaly podle barev, nebo pridavame dalsi figury.
Vyvstavaji zde nasledujici problémy — Kolik je moznych cest? Je jich tentokrat vice? Ktera
Z moznych cest je nejkratsi? Lze urcit matematicky vztah pro vyjadreni nejmensiho poctu tahu

pron figur?
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HANOJSKA VEZ

Hanojskou vézi se nazyva hra, kterou vynalezl francouzsky matematik
19. stoleti Edouard Lucas. Publikoval ji pod smySlenym jménem Claus a pfikraslil ji
exotickou povésti, kterd nepostrada matematicky ptivab. Snadno si domyslime, Ze ,,Claus® je

anagramem jména Lucas, vzniklych pfehozenim pismen L, u, c, a, s.

Podle Lucasovy baje umistil stvofitel svéta Brahma pod kupoli nejvétsi svatyné ve meéste
Banares nad svatou fekou Gangou bronzovou desku s pfipevnénymi tiemi diamantovymi

hillkami. Na jedné htllce jsou navleceny 64 krouzky.

Nejvetsi je dolni krouzek, nejmensi horni. Primér krouzk se rovnomérné zmensSuje
od dolniho k hornimu. Brahma ptikézal knézim, aby ptemistili vSechny krouzky na treti hilku
pfi zachovani téchto pravidel:
1. je mozno pfemistovat vzdy jen jeden krouzek,
2. premisténé krouzky se sméji umist'ovat jen tak, ze mensi krouzky lezi na vétsich,
3. druhou hilku je mozno pouzivat jako pomocnou, ale i na ni musi vzdy lezet mensi
krouzek na vétsim.

A7 knézi premisti vSechny krouzky z prvni hiilky na tfeti, nastane konec svéta.

Abychom si ujasnili, kolik ¢asu si vyzada pteneseni krouzkl z prvni hllky na tfeti pfi

zachovani stanovenych pravidel, pouzijeme metodu usuzovani.

Tato metoda se nazyva indukce a umoziluje dojit k obecnému zavéru na zakladé jednotlivych
fakth. Jde zde o tzv. neuplnou indukei, kterd neni matematickou metodou diikazu a miize vést

k netiplnym a chybnym zavérim, ma vsak ptesto znaény heuristicky vyznam.
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Necht’ na htlce ¢. 1 jsou dva krouzky. Jejich pfemisténi z htulky ¢. 1 na hilku ¢. 3 je

znazornéno na diagramu.

1 2 3
prvni tah treti tah

i
>

v

krouzek a

druhy tah krouzek b

v

Z diagramu je vidét, ze dva krouzky je mozno premistit z htilky €. 1 na hulku ¢. 3 tfemi kroky;

krouzek a se pienasi dvakrat, krouzek b se prenasi jednou. Tento postup je mozno zapsat ve
tvaru: 2'+2°=2+1 =3,

Nyni mé&jme na prvni hitlce krouzky tfi. Dal$i diagram ukazuje, kolik krokii je nutno provést,

abychom pienesli tyto tfi krouzky z hilky ¢. 1 na htlku €. 3.

1 2 3

prvni —

 paty < tfeti tah — krouzek a

sedmy T

druhvytah o .
il > gesty — krouzek b

Stvrty T krouzek c
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evropsky

Z diagramu je patrné, ze :
Krouzek a se prenasi 4krat, tj. 22 premisténi,
Krouzek b se prenasi 2krat, tj. 2' pfemisténi,

KrouZek C se prenasi 1krat, tj. 2° pfemisténi.

Dohromady 22+ 2'+2°=4 +2 + 1 = 7 pfemisténi.

K pfemisténi Ctyt krouzkl uvedenym postupem je pak potieba 15 premisténi:
Krouzek a se prendsi 8krat, tj. 23 premisténi,
Krouzek b se prenasi 4krat, tj. 2% pfemisténi,
Krouzek ¢ se prenasi 2krat, tj. 2* premisténi,

Krouzek d se pienasi 1krat, tj. 20 premisténi.

Dohromady 23+ 22+ 21+ 2°= 8 + 4 + 2 + 1 = 15 pfemisténi.

Obdobnym zplsobem ur¢ime pocet nutnych premisténi péti krouzkd.
Krouzek a se pfendsi 16krat, tj. 2% premisténi,

Krouzek b se prenasi 8krat, tj. 2° piemisténi,

Krouzek ¢ se prenasi 4krat, tj. 22 pfemisténi,

Krouzek d se prenasi 2krat, tj. 2" pfemisténi,

Krouzek € se prenasi 1krat, tj. 20 premisténi.

Dohromady 2*+ 23+ 22+ 2'+2°=16 + 8 + 4+ 2 + 1 = 31 premisténi.

Na zaklad¢ indukce mtizeme usoudit, ze k pteneseni 64 krouzkl z hiilky €. 1 na hillku €. 3 je

tteba vykonat:
2034+ 20724 2004 4+2%+ 2%+ 22+ 21+ 2°=18 446 744 073 709 551 615 premistdni.

Kdyby kazdé premisténi krouzku trvalo pouhou jednu sekundu, bylo by na pfemisténi 64

krouzka tteba asi 5 miliard stoleti. Miizeme tedy zatim klidné spat.
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Ve hie, kterou Lucas nazval Hanojskou vézi, mame pfemistit pouze osm krouzku. K jejich

pfemisténi je tfeba provést nejméné 255 krokii.

é,, Hanojskeé véze
Hra Zobrazit MNapovéda
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[Tahtc 0 [Minimalng 255 [fas 156 |FF |

Fotet diski: 8
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